Cv.12: Symbolické vypoéty v MATLABe

Zoznam vsetkych funkcii symbolického poctu v MATLABe:
http://www.mathworks.com/help/symbolic/functionlist.html

Vsetky vypocty, ktoré sme doteraz pouzivali je mozné zaradit do urcitej spolo¢nej
kategorie - kategodrie numerickych vypoctov. Tu si ukdazeme zaklady vyuzitia
symbolického toolboxu, ktory vclefiuje symbolické vypocty do prostredia
MATLABuU.

Symbolic Math toolbox umoziiuje pouzivatelom vykonavat symbolické
matematické vypocty pomocou MATLABuU (v minulosti sa pre tieto vypocty pouzival
program MAPLE). Toolbox poskytuje viac nez 100 symbolickych funkcii pre riesenie
algebraického poctu, diferencidlneho a integrdlne poctu vratane moznosti
zobrazenia grafov funkcii. Z oblasti linearnej algebry umoznuje tiez rieSenie
linedrnych rovnic, vypocet inverznych matic, determinantov vypocet vlastnych
¢isiel matice, umozriuje zjednodusit algebraické vyrazy, riesit diferencidlne
rovnice, sustavy algebraickych rovnic a mnoho iného.

Symbolic Math toolbox je obzvlast délezity analyzu a navrh riadiacich systémov je,
pretoze umoznuje nasledovné operacie:

1) Prenosové funkcie a dalSie vyrazy mozu byt zapisané v symbolickej
podobe, tak, ako ich sa zapisuju pomocou textového editora.

2) Umozruje vykonavat matematické operacie nad symbolickymi vyrazmi
a zjednodusovat ich.

3) Polyndémy, zapisané v symbolickom tvare, mozno jednoducho konvertovat
na vektory zodpovedajuce koeficientom pri jednotlivych mocninach
operatora s.

4) Vyrazy mozno v okne MATLABuU vytladit v prehladnom tvare

Porovnanie vlastnosti symbolického a numerického riesenia

Forma Vyhody Nevyhody
e Vysledok je v analytickom | e RieSenie nemusi vzdy viest k cielu
Symbolické | tvare e Pomerne zlozité rieSenie
i eZenie » Riesitel'ma prehlad , e Riedenie je naro¢né na analytické
0 postupe (odvodeni) vedomosti rieditela
rieSenia
e Numerické riesenie vzdy e Neexistuje priamy suvis medzi
Numerické existuje algoritmom a podstatou riesenia
. « Vysledok mozno ziskat e Numerické metody niekedy
vypocty s pozadovanou presnostou zlyhavaju
e Mozno ho lahko e Podla zlozitosti algoritmu
algoritmizovat a pozadovanej presnosti rieSenie

zabera urdity Cas



http://www.mathworks.com/help/symbolic/functionlist.html

Vsetky funkcionality v Symbolic Math toolboxe zistime po zapisani instrukcie help
symbolic v MATLABe.

Symbolic Math toolbox obsahuje instrukcie pre vykondvanie nasledovnych
vypoctov v symbolickom tvare:

1) derivacie (aj vyssich radov)

2) integraly (urcité a neurcité) - aj viacnasobné

3) konverziu na Ciselné premenné pre dalSie numerické vypocty

4) dosadzovanie do vyrazov

5) kreslenie rovnic a funkcii

6) rieSenie rovnic: grafickd aproximacia, rieSenie jednoduchych rovnic
7) riesSenie sustav rovnic, nelinedrne rovnice.

8) limity

9) Taylorove rady

Pozn. Pri Studiu je vhodné obozndmit sa s moznostami toolboxu zadanim
>> demos do riadku MATLABuU a vyberom casti Symbolic Math Demos (obsahuje

rieSené priklady v ¢leneni Introduction, Variable Precision Arithmetic,
Calculus, Solving Equations, Symbolic Matrix Computation, Plane
Rotations.

Symbolické objekty

mozno povazovat za $pecidlny datovy typ MATLABuU. Na jednoduchom priklade si
ukazeme rozdiel medzi beznym a symbolickym cislom. V nasom pripade dislo a
bude bezné realne Cislo a Cislo b vytvorime ako symbolickl premennu, budeme
pocitat druh( odmocninu z nasich premennych a uvidime rozdiel vo vysledkoch.
> a =2
>> a =
2
>> sqrt(a)
ans =
1.4142

>> b = sym(2)
> b =

2
>> sqrt (b)
ans =

2~(1/2)

Takyto postup ma niekedy vyhody pri pocitani so zlomkami, napr:
>> sym(2/5)+sym(1/4)+sym(2/3)
ans =
79/60



Tvorba symbolickych vyrazov

V podstate existuju dva rézne spbésoby ako vytvorit symbolicky vyraz. Vytvorme si
symbolicky vyraz a.x+b

>> a = sym('a')

>> b = sym('b')

>> x = sym('x")

>> £ = a*x+b

> f =

a*x+b

Druhy spésob:
>> syms a b x % jednotlivé polozky st oddelené medzerou
>> f=a*x+b
f =
a*x+b

Oba sp0Osoby suU rovnocenné, rozdiel je len v sp6sobe zapisu. Uprednostriujeme
druhy sposob.

Substitucia (dosadzovanie) v symbolickych vyrazoch - subs

Nahradu symbolickych premennych za konkrétne ciselné hodnoty vykoname
pomocou funkcie subs:

v = subs(vyraz, new) - nahradi implicitnd symbolickl premennu hodnotou
new.

Priklady:
>> syms x y % Pozor! Jednotlivé premenné sa neoddeluju c¢iarkou
>> g = x*y - 5*x + sqrt(y)
>> subs(g,{x,y},{1,4}) % pre x=1 a y=4
>> vysl = subs(f2,{x,y},{[1 2 3 4],[2 1 5 0]}) % vysl=[2 2 15 0]

>> syms a b c x

> £ = a*x*2 + b*x + c

>> kvadr = subs(f,{a,b,c},{1,-2,1}) % kvadr = x*2-2*x+1
>> g = exp(-a*x) *sin (c*x)

>> int def g = int(g,x,-pi,pi)

>> int sub=subs(int_def g,{a,c},{2,4})

Prevody symbolickych vyrazov na cislo

Prevod na Ciselné hodnoty - funkcia double:
cl = sym(1/5+3/4-1/6) % symb. premenni 47/60
c2 = double(cl) % 0.7833 ... skalar typu double

Tiez mozno prevadzat polyndm na vektor a obratene - funkcie sym2poly a
poly2sym.



Vylepsenie vzhl’adu vysledku, zjednoduSovanie vyrazov

Vysledky symbolickych vyrazov v Command Window casto nevyzeraju
"matematicky". Pre vypis vysledku "ako na papieri" mobzeme pouzit funkciu
pretty (symb vyraz).

Priklad:
>> syms x
>> £ = x*3-6*x"2+11*x-6 % polyndém v neupravenom vypise
>> pretty (£f)
3 2
X -6 x+ 11 x - 6

Funkcia pretty nezjednodusuje vyraz iba vylepsi jeho vzhlad.
ZjednodusSovanie vykonavaju nasledujuce funkcie (predpokladame, Ze symbolické
premenné su uz deklarované: syms a b ¢ x y):

simplify (£) ... zakladna funkcia pre zjednodusSovanie vyrazov (vyuziva
zjednodusovacie pravidla)

volanie vysledok
f = simplify (f) dava:
sin(x) "2 + cos(x)”*2 1
exp (c*log(sqrt(a+b))) (a + b)*(c/2)
(x*2 + 5*x + 6)/(x + 2) x + 3
sqrt (16) 4

expand (£) ... expanzia: roznasobia sa zatvorky a aplikuju suctové vzorce

volanie vysledok
f = expand (f) dava:
(x-2) * (x-4) x"2 - 6*x + 8
cos (x+y) cos (x) *cos (y) — sin(x)*sin(y)
exp ( (a+b) *2) exp (2*a*b) *exp (a*2) *exp (b*2)

factor (£) ... ak fje polyndm s raciondlnymi koeficientmi, vypise sucin
korerfiovych cCinitelov

volanie vysledok
f= factor (£) dava:
a*2 - b*2 (a - b)*(a + b)
a*3 + b”3 (a + b)*(a*2 - a*b + b*2)
x*3-y*3 (x - y)*(x*2 + x*y + y*2)




simple (£) ... skusSa aplikovat rézne algebraické pravidla tak, aby vysledok mal ¢o
najmenej znakov (obcdas je vhodné pouzit instrukciu dvakrat). Vypisuje vsetky
pokusy o zjednodusenie.

volanie vysledok
simple (cos (3*acos (x))) 4*x*3 - 3*x
simple (cos(x) + i*sin(x)) exp (x*i)
f=(x+ 1)*x*(x - 1); f =x*3 - x

collect (£) zluci vyrazy - spocita vyrazy napr. pri rovnhakych mocninach

>> collect (3*x+4*y-1/3*x*2-x+3/2*y)
ans =
2%x+11/2*%y-1/3*x"2

Kreslenie grafov symbolickych funkci

Symbolicky toolbox ponuka niekolko funkcii pro kreslenie grafov symbolickych
funkcii:graf symbolickej funkcie jednej premennej (zadanej symbolickym
vyrazom: explicitne, implicitne alebo parametricky) vytvori funkcia fplot:

fplot (£) graf funkcie £ pre nezavisle premennt z intervalu <-2mw; 27> Pre
implicitne zadania funkciu f(x,y)=0 st x a y z intervalu <-2r; 27>.

fplot (£, [a b]) graf funkcie £ pre nezavisle premennu z intervalu <a;b>.
V pripade implicitne zadanej funkcie je x i y z intervalu <a; b>.

fplot(x,y) graf parametricky zadanej krivky
x=x(t), y=y(t) protz - intervalu <0;2n>;

fplot(x,y,[a b]l) graf parametricky zadanej krivky
x=x (t), y=y(t) protzintervalu<a;b>.

Priklady:
>> syms u; fplot(cos(u))
>> syms x y; fplot(x*2-y*4) % implicitne zadana funkcia
>> syms x; fplot(cos(x),sin(x),[0 2*pi]) % parametricky zadana kruzZnica

oe

kosinus

Graf symbolickej funkcie dvoch premennych vytvaraju nasledovné funkcie:
fmesh "siet'ovy" 3D graf

fmeshc "siet'ovy" 3D graf s vrstevnicami

gsurf "ploskovy" 3D graf

fsurfc "ploskovy" 3D graf s vrstevnicami

fplot3 3D graf parametricky zadané krivky (1 parameter)

fcontour 2D graf vrstevnic

fcontourf vyplneny 2D graf vrstevnic

fpolar graf v polarnych suradniciach. Podrobnosti sa nachadzaju v napovede.



Vypocet derivacie

Vypocet prvej derivacie_vzhladom na Specifikovanu premennu.

d . ,
é, kde f = e “*x3Ph sin(cx), kde a, b a ¢ su

nespecifikované konstanty, ndjdeme nasledovne (derivaciu funkcie f oznacime
premennou dfx):

Napr. derivaciu funkcie dfx =

>> f=exp (-a*x) *x* (3*b) *sin (c*x)
>> dfx = diff (£f,x)

Vysledok mam ddva pomerne zlozity vyraz. Zjednodusime ho pomocou instrukcie
simple:

>> dfxl = simple (df)

MATLAB pouziva niekolko algoritmov pre zjednodusSenie algebraickych vyrazov
a z nich vyberie najkratsi. Méze sa vsak stat, Ze nenajde Ziadny jednoduchsi vyraz.

Vypocet derivacii vyssich radov

, .y . ., . a? ’y
Napriklad, vypocet druhej derivacie funkcie dfx2 = d—tf zapiSeme:

df2=diff (f,x,2)

pricom vyuzijeme vopred definovanu funkciu f.

Priklad: Vypocitajte prvi a druhd derivaciu funkcie sin(2x),
>> syms x
>> £ = sin(2*x);
>> diff (f)
ans =
2*cos (2*x)
>> diff (f,2) % funkcia f mé& iba jeden parameter: x
ans =
-4*sin (2*x)

Priklad:
>> syms x a b
>> f=a*x*3+b*x"2;
>> diff (£,x) % derivovanie podla x
>> diff (£f,a)



Vypocet integralu

Vypocet integralu si m6zeme ukazat na podobnom priklade aky sme pouzili pri
vypocte derivacie.

Priklad: Vypocitajte neurcity integral funkcie sin(2x)
>> syms x
>> f=cos (2*x) ;
>> int(f)

ans =

1/2*sin (2*x)

Vypocet neurcitého integrélu int_g = [ g(x) dx, kde g = e — a*sin(cx), zapiSeme:
>> syms a c Xx;

>> g = exp(-a*x)*sin(c*x),
>> int g = int(g,x)

Pre kontrolu mdzeme vysledok derivovat:
>> dfx = diff (int_g,x)

¢im by sme mali dostat pévodna funkciu. Vysledok vSak na prvy pohlad nemusi
vyzerat rovnako, pretoze MATLAB nendjde vzdy najjednoduchsi tvar.

V tomto pripade pouzijeme zjednodusenie vyrazu:
>> dfxl = simple(diff int)

Samozrejme ze je mozné vypocditat aj priamo urdcity integral

Priklad 4: vypocitajte urcity integral funkcie sin(2*x) na intervale <0; 3,14>
>> syms x
>> f=cos (2*x) ;
>> int(£,0,pi)

Priklad pouzitia:
>> syms x
>> fl=sin(x)*2
>> int (£f1)

>> syms x
>> £2=x*2-log(x) ;
>> int(£2,0,2)



Vypoéet symbolickej limity funkcie
Symbolicky toolbox obsahuje inStrukciu pre najdenie limity vyrazu.
Napr. pre limitu ii_r)r(l)s‘in;—ax) bude:

>> syms X a;

>> value = limit(sin(a*x)/x,x,0)

Existuju pripady, kde hodnota limity zavisi od smeru, z ktorého sa priblizime ku
danému bodu. Typickym pripadom je funkcie tan(x), ktorli mézeme zakreslit
v zavislosti od premennej x pomocou instrukcie:

>> fplot('tan(x)')
Predpokladajme, ze chceme zistit hodnotu tan(x) v bode x = 7/2.
Pouzijeme insStrukciu:

>> tan(pi/2)

Je ziskany vysledok spravny? Pripomerime si, ze hodnota tan(z/2) mo0ze byt bud’
+o0 alebo -wo v zavislosti od toho, ¢i sa k bodu x = z/2 priblizujeme zlava alebo
sprava. Pre spravne rieSenie Ulohy pouzijeme symbolicky pocet:

>> syms x,
>> tan_sprava = limit(tan(x),x,pi/2, 'right"')
>> tan_zlava = limit(tan(x),x,pi/2,'left"')

Niektoré vysledky pri zadavani limit:

syms x a t h;

limit (sin(x) /x) vysledok = 1

limit ((x-2)/ (x"2-4),2) vysledok = 1/4

limit ((1+2*t/x) " (3*x),x,1nf) vysledok = exp(6*t)
limit(1/x%,x,0, 'right") vysledok = inf

limit(1/x,x,0, 'left") vysledok = -inf

limit ((sin(x+h)-sin(x))/h,h,0) vysledok = cos(x)

v = [(1 + a/x)"x, exp(-x)]; limit(v,x,inf,'left') d& = [exp(a), 0]

Taylorov rad

Taylorov rad predstavuje polynomialnu aproximaciu funkcie v blizkom okoli
zvoleného bodu nezavisle premennej (pracovného bodu). Pre vytvorenie tohto
polyndmu su potrebné derivacie vyssieho radu.

Syntax inStrukcie: taylor (expression, order, variable, point)

Priklad: Rozvoj funkcie e* v bode pre x = 0 do radu s piatimi ¢lenmi rozvoja:

>> syms x

>> Tay expx=taylor (exp(x),5,x,0)
Tay expx =
14+x+1/2*x*2+1/6*x"~3+1/24*x"4


http://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

Vysledok je presny v bode pre x = 0 a so zvacsujucou sa vzdialenostou od tohto
bodu sa zvySuje nepresnost. Napr v bode x =2 bude chyba nasledovna
(v porovnani s presnou hodnotou):

>> approx=subs (Tay exp,x,2), >> exact=exp(2),
frac_grr=abs(1—approx/exact)
approx =
7
exact =
7.3891
frac err =
0.0527

Presnost aproximacie sa zvysuje s po¢tom ¢lenov radu, ¢o ilustruje priklad:

>> fplot(Tay_expx), hold on, fplot(exp(x)), hold off, grid

exp(x)

250 /

200 /

150

100

50

Funkcia e* (horny priebeh) a jej aproximacia v bode x = 0 s piatimi ¢lenmi rozvoja



RieSenie prenosovych funkcii

Najprv ukazme pouzitie symbolického poctu pri vypocte inverznej Laplaceovej
. . . _ b
transformacie prenosovej funkcie v tvare F(s) = Graiin
>> syms s a b
>> F = b/ ((s+a)*2+b*2)
F =

b/ ((s+a) *2+b*2)
>> pretty (F)

[

instrukcia pre udpravu vysledku

2 2
(s +a) +b
>> ilaplace (F)
ans =
exp(-a*t) *sin (b*t)

o

vysledok v prehladnej forme

o°

inverznad Laplaceova transformacia F(s)

oo

vysledok

Priklad 1: Pomocou nastrojov symbolického toolboxu najdite ¢asovl dodozvu

K
funkcie G(S)=m pri budeni suUstavy pomocou jednotkového skoku

s amplitidou A. Hodnoty pre zobrazenie riesenia: K =2, T =0,5s, A = 5.

Postup: Premenné a parametre s, Ta K budeme deklarovat ako symbolické

’ 7 . - ’ ’ - - A K
premenné a najdeme inverznu Laplaceovu transformaciu funkcie G(s) = 5 Totl'

> syms s KTA

>> g=A*K/s/ (T*s+1)

>> g=ilaplace(q)

>> g=subs (g,{A,K,T},{5,2,0.5})
>> fplot(g,[0,3]),grid

10-10 exp(-2 )
10 —
o e
g d
L/
6
L/
L/
L/
iy
1/
0 0.5 1 15 2 25 3

t

Casova odozva sUstavy 1. rddu G(s) = é % pre K=2, T=0,5s, A=5.
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, . y . . 1 _ 4 _
Priklad 2: N&jdite LT ¢asovej funkcie f(t) =1 + e 4 4 e t,
Na vypocet Laplaceovej transformacie pouzijeme instrukciu laplace(f).

>> laplace (l+exp(-4*t)/3+4*exp(-t))
ans =
1/s+1/3/ (s+4)+4/ (1+s)
1 4

3(s+4) 1+s

v , ;g , . 1
¢o po prepisani dava prenosovu funkciu v tvare: B +

Instrukcia simple(F) najde najjednoduchsi tvar prenosovej funkcie F(s)

s najmensim poctom vyrazov. Instrukciu simplify(F) mozno pouzit na vypocet
kombinacie parcialnych zlomkov. V Symbolic Math toolboxe sa nachadzaju este
dalsie inStrukcie, ktoré mozu upravit vysledok tak, aby daval prehladnejsi
matematicky vyraz. Niekoré z tychto moznosti su:

e collect(F) - zhromazdi vyrazy s rovnakymi koeficientmi funkcie F(s)

e expand(F) - rozsiri nasobenie Cinitelov F(s)

e vpa(F,places) - nahradzuje symbolicky vyraz numerickou hodnotou
s pozadovanou presnostou (tato instrukcia konvertuje zlomkové symbolické

vyrazy na desatinné Ccisla so Specifikovanym poctom miest v premennej
places).

Priklad 3: Najdite zjednodusenie prenosovej funkcie zadanej v tvare:

F(s) = %+§ i —% i pomocou instrukcie simplify:
>> syms s;
>>F = (1/s) + (1/3)*(1/(s+4)) - (4/3)*(1/(s+1))
F =

1/s+1/3/ (s+4)-4/3/ (s+1)
>> pretty (F)

1 1 1
1/s + 1/3 --ev - 43 =m-
s+4 s +1
>> pretty (simplify (F))
4

s (s +4) (s + 1)
Symbolické zlomky 1/3 and 4/3 v uvedenom priklade sa pretransformuju na
numerické hodnoty 0.333 a 1.33 pricom tri vyznamové Cdislice dosiahneme

dosadenim hodnoty 3 za argument places V instrukcii vpa (G, places).

>> pretty (vpa (G, 3))

11



0.333 1.33

b — a -
Priklad 4: UvazZujme casovu funkciu f(t) = 1+Ee at_ae bt
Pomocou symbolického poctu v MATLABe najdime odpovedajucu prenosovu
ab
).

funkciu (zodpoveda operatorovej funkcii F(s) = s G5ta) (57D

Aj v symbolickom pocéte mozno pouzivat matematické operatory +, -, *, /.

Napriklad spatnovdazobné zapojenie prenosov G(s) = so zosilnenim K =

s (s+5)

2.5 v priamej vetve aprenosu H(s) = v spatnej véazbe dava prenos

0.1s+1
K G(s)

FO) = e

Tento prenos vypocitame pomocou symbolického poctu v MATLABe nasledovne.

>> syms s K; G = 2.5/(s*(s+5)); H= 1/(0.1*s+1); M = K*G/ (1+G*H)
M =

5/2*K/s/ (s+5)/ (1+5/2/s/ (s+5) / (1/10*s+1))

>> pretty (M)

K

5/2 ——---mmmmmm e e e
/ 1 \
s (s +5) |1 +5/2 ————----———————-——- |
\ s (s +5) (1/10 s + 1)/

>> pretty (simplify (M))

(s + 10) K

5/2 ———-——mmmmm e
3 2

s + 15 s + 50 s + 25

Pomocou toolboxu Symbolic Math mozno symbolické prenosové funkcie lahko
transformovat na ¢asovo-invariantné prenosové funkcie (LTI - Linear Time-
Invariant). Tato konverzia prebieha v dvoch krokoch:

1) v prvom kroku sa pouzije insStrukcia numden na oddelenie symbolického
Citatela a menovatela prenosovej funkcie G(s)

2) v druhom kroku sa pomocou instrukcie sym2poly konvertuje zvlast Citatel
a zvlast menovatel na odpovedajlce vektory. V poslednom kroku sa vytvori
LTI prenosova funkcia pomocou vektorového zobrazenia Citatela
a menovatela prenosovej funkcie
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Priklad 5: Vytvorme prenosovu funkciu M(s) vo vyssie uvedenom priklade pre

K=1:

> K=1; G = 2.5/(s*(s+5)); M = K*G/ (1+G*H) ;
>> [nums, dens] = numden(M) % polyndém c¢it. a men. v symb. tvare
nums =

5*s* (s+5) * (s+10)
dens =

2*s* (s+5) * (s*3+15*s*2+50*s+25)
>> num = sym2poly (nums) % symb. polyném citatela na vektor
num =

5 75 250 0

>> den = sym2poly (dens) % symbol. polyném menovatela na vektor

den =
2 40 250 550 250 0

Transfer function:
5 s*3 + 75 s*2 + 250 s

2 s*5 + 40 s*4 + 250 s*3 + 550 s*2 + 250 s

Komplementarna inStrukcia poly2sym meni vektor koeficientov polyndmu na
vektor koeficientov symbolického polynédmu (pozri help pre inStrukciu poly2sym).

Priklad 6: Vypocitajte prenos dvoch sustav prvého radu (parametre: K;,Ty,K,,T,)
zapojenych v sérii s celkovou proporcionalnou spatnou vazbou K;. Pre zvolené
parametre nakreslite ¢asovu odozvu. Vypis zostaveného m-suboru je nasledovny:

% Priklad 6: dve sustavy I. rddu v sérii
clc, clear

syms K1 K2 K3 T1 T2 s

Fo=K1/ (1+s*T1) *K2/ (1+s*T2) ;

disp('Prenos otvoreného obvodu:'), pretty (Fo)

F=Fo/ (1+K3*Fo) ;

disp('Prenos uzavretého obvodu:'), pretty (F)

Fo=subs (Fo, {K1,K2,T1,T2},{1,2,.1,.2});

disp('Otvoreny obvod pre: Kl=1, K2=2, Tl=.1, T2=.2:'), pretty(Fo)
fto=ilaplace (Fo/s) ; % Pre vypocet prechodovej charakteristiky
disp('Prechodova charakteristika otvoreného obvodu:'), pretty (£fto)
F=subs (F, {K1,K2,T1,T2,K3},{1,2,.01,.1,.2})

disp('Uzavrety obvod pre: Kl=1, K2=2, K3=.01, Tl=.1, T2=.2:'"),
pretty (F)

ft=ilaplace (F/s) ;

disp ('Prechodova charakteristika uzavretého obvodu:'), pretty (ft)
figure (1), fplot(fto, [0, 2]),grid,

figure (2), fplot(ft,[0, 0.45]),grid
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Vypis vysledkov je nasledovny:

Prenos otvoreného obvodu:
K1 K2

(sT1+1)(sT2+1)
Prenos uzavretého obvodu:

K1 K2

/ K3 K1 K2 \
(sT1+1)(sT2+1) |1+ |
\ (sT1+1)(sT2+1)/
Otvoreny obvod pre: Kl=1, K2=2, Tl=.1, T2=.2:
2

(1+1/10s)(1+1/55)
Prechodové charakteristika otvoreného obvodu:
2-4exp(-5t) +2 exp(-10t)
E=
2/(1+1/100*s)/(1+1/10%*s)/(1+2/5/(1+1/100*s)/(1+1/10%*s))
Uzavrety obvod pre: Ki1=1, K2=2, K3=0,01, T1=.1, T2=0,2
2

/ 1 \
(1+1/1005s) (1+1/105s) |1 +2/5 - |
\ (1+1/100s)(1+1/105s)/
Prechodova charakteristika uzavretého obvodu:
1/2 1/2 1/2
10/7 - 2/91 exp(-55t) (65 cosh(5t65 )+1165 sinh(5t65 ))

¢o zodpoveda Casovej funkcii:
h(t) = 10/7 — 2/91 e55t(65 cosh(5 V65 t) + 11 V65 sinh(5 V65 t))

Vysledné prechodové charakteristiky pre zvolené parametre:

2-4 exp(-5 )+2 exp(-10 1) 10/7-2/91 exp(-55 1) (65 cosh(5 t 652)+11 6512 sinh(5 t 65Y2))

15

L—T

18 L~

/

14 / 1
12

0.8

0.5

0.6 /
0.4

14

0.45



Priklad 7: Podobne, ako v predchadzajicom pripade su dve ststavy I. rddu v sérii
s proporciondlnou spatnou vazbou z vystupu na vstup. Zostavime stavovy model
a prenos vypocitame pomocou znameho vztahu F(s) = ¢T(sI—A)"'b .

Vypis programu je nasledovny:

% Priklad 7: dve sustavy I. radu v sérii, ziskanie TF z SS

clc, clear

syms K1 K2 K3 T1 T2 s

I=[1 0; 0 17];

A=[-1/T1 -K1*K3/T1l; K2/T2 -1/T2]

b=[K1/T1; 0]

cT=[0 1]

Inv=inv (s*I-A);

F=cT*Inv;

F=F*b;

disp('Prenosova funkcia:'), pretty (F)

F=subs (F, {K1,K2,T1,T2,K3},{1,2,.01,.1,.2});

disp('Prenosova funkcia pre parametre: Kl=1, K2=2, K3=.01], Tl=.1,
T2=.2:"), pretty (F)

ft=ilaplace (F/s) ;

disp ('Prechodovad charakteristika uzavretého obvodu:'), pretty (ft)
fplot(£t, [0, 0.4]) ,grid

Vypis vysledkov je nasledovny:

A=
[ -1/T1,-K1*K3/T1]
[ K2/T2, -1/T2]
b=
K1/T1

0
cT =

0 1

Prenosova funkcia:
K2 K1

2
1+sT2+s T1+s T1T2+K1K3K2

Prenosova funkcia pre parametre: Kl=1, K2=2, K3=.01], Tl=.1, T2=.2:
2

11 2
7/5 + --—-s+1/1000 s
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100
Prechodova charakteristika uzavretého obvodu:

1/2 1/2 1/2
10/7 - 2/91 exp(-551t) (65 cosh(5t 65 )+ 1165 sinh(5t65 ))

¢o zodpoveda tej istej cCasovej funkcii, ako v predchadzajucom pripade
a dostavame aj rovnaky graficky vystup.

V uvedenych prikladoch treba vhodne zvolit ¢asovi mierku rieSenia a zobrazenia
v inStrukcii £plot. Volime ju tak, aby sme velmi nepredlzovali ustaleny stav; inac
dostdvame nespravne vysledky.

RieSenie diferencialnych rovnic symbolickym po¢tom
Symbolickym poétom mozno riesit tiez diferencidlne rovnice [64]. Syntax je:

dsolve (rovnica, podmienka)

kde pod podmienkou mame na mysli hrani¢nld alebo pociato¢ni podmienku.

Derivacia sa zapisuje pismenom D, za ktorym nasleduje Cislo oznacujuce poradie
2

. . . d
derivacie. Napr. Dy reprezentuje dy/dx, D2y predstavuje d—szl, atd.

Priklad 1: Standardny prenos kmitavej sustavy II. radu je:

1 _Y(s)

1 . ﬁ _U(S)
wozs +wos+1

F(s) =

Tomu zodpoveda diferencialna rovnica v tvare

d? dd
1 d%@®) 2 y(t)+y(t)=u(t)

w,2 dt? | w, dt
VyrieSme tuto diferencialnu rovnicu s nulovymi pociato¢nymi podmienkami (pri
nich je definovany prenos) a zobrazme rieSenie pre parametre d =0,5 a w, =
10 rad/s na skokovy vstupny signal.

d2y(t dy(t
;;g ) 4 2dw, Z(t ) 4 wy2y(t) = u(t)

Riesenie:

>> syms d wO

>> z=dsolve ('D2y+2*d*w0*Dy+w0*2*y=1"','y(0)=0','Dy(0)=0")

z =

-1/2*%exp (- (d- (d*2-1)~(1/2)) *wO*t) * (d*2-1+d* (d*2-1)~(1/2))/ (d*2-
1) /w0*2-1/2%exp (- (d+ (d*2-1)*(1/2) ) *wO*t) * (d*2-d* (d*2-1)~(1/2) -
1)/ (d*2-1) /w0*2+1/w0*2
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>> x=subs(z,{d,w0},{0.5,1})

X =

2/3*%exp((-1/2+1/4*(-3)~(1/2)*4~(1/2) ) *t) *(-3/4+1/8* (-
3)7(1/2)*47(1/2))+2/3*%exp ((-1/2-1/4* (-3)~(1/2) *4~(1/2) ) *t) * (-
3/4-1/8*(-3)~(1/2)*4~(1/2))+1

>> fplot (x,[0,11])

>> grid

Priebeh prechodovej charakteristiky pre d = 0.5, w = 1 rad/s:

213 exp((-1/2+1/4 (-3)*2 41?) t) (-3/4+1/8 (-3)*2 42)+.. 41

12

0.8

0.6 /
04

Priklad 2: Symbolické riesenie linearneho stavového modelu s dvoma stavovymi
veli¢inami a nulovymi pociato¢nymi podmienkami:

=0 2 +[)«

Najprv vypocitame vlastné hodnoty systému, aby sme zistili, ¢i systém je stabilny.
Po rieSeni dvoch diferencidlnych rovnic prvého radu zobrazime zavislosti x;(t),

x2(t), x2(t) = flx:1 (D]

>> eig([1 -3; 4 -3])
ans =

-1.0000 + 2.82841

-1.0000 - 2.82841i1
>> [x1,x2]=dsolve('Dx1l=1*x1-3*x2+1"', 'Dx2=4*x1-
3*x2','x1(0)=0,x2(0)=0")
x1l =

1/3+exp(-t)*(1/6*sin (2*2~ (1/2) *t) *2~(1/2) -
1/3*cos (2*2~(1/2) *t))
X2 =

4/9+2/3*%exp (-t) * (-1/6*sin (2*2~ (1/2) *t) *2~(1/2) -
2/3*cos (2*2~ (1/2) *t))
>> subplot (131), fplot(xl,[0,5]), grid, title('xl')
>> subplot (132), fplot(x2,[0,5]), grid, title('x2')
>> subplot (133), fplot(xl,x2,[0,4]), grid, title ('x2=f(x1l)')
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Vlastné hodnoty systému sui komplexne zdruzené so zapornou redlnou castou,
teda systém je stabilny. Priebeh stavovych veli¢in je zobrazeny v grafoch:

x1 X2 x2=f(x1)

0.6
0.5
/ 05
048 / 05
0.4 / / T 0.4 7
0.35 / 04 /
> 03
03 / 03
ol /
0.2 02
|
015 / 0.1 /
0.1¢ o

Priebeh stavovych veli¢in stavového modelu systému

RieSenie algebraickych rovnic

Symbolic Math toolbox v MATLABe umoziiuje riesit mnoho druhov rovnic, vratane
nelinearnych rovnic a rieSenia sustavy rovnic. Pouzivame pritom instrukciu solve.
Postup:

1) Definujeme premenné v rovnice ako symbolické pomocou instrukcie syms.

2) Zapiseme rovnice.

3) RieSime rovnice pomocou instrukcie solve.

4) Ak existuje viac rieseni, rozhodneme, ktoré je fyzikdlne zd6vodnitelné
a zvolime ho.

5) Urobime skusku spravnosti dosadenim do pévodnej rovnice/rovnic.

Rovnica sa zadava do jednoduchych Gvodzoviek — napr. 'a*x”~2+b*x+c = 0'.
Existuju dva spOsoby, ako mozno symbolicky zapisat rieSenie rovnice.

Priklad 1:

RieSenia kvadratickej rovnice v tvare ax? + bx + ¢ = 0 ndjdeme nasledovne:

1) >> syms x a b c;
2) >> £ = 'a*x*2+b*x+c = 0',
f =
a*x*2+b*x+c = 0
3) >> [x]=solve(f, x)
X =
-1/2* (b- (b*2-4*a*c)*(1/2))/a
-1/2* (b+ (b*2-4*a*c)*(1/2))/a
Dostali sme dve rieSenia. Ak chceme pouzit iba prvé, potom ho vyberieme
nasledovne:
x1l = x(1)
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4) Ak nie je Specifikovana prava strana rovnice, implicitne sa predpoklada, ze je
rovna nule:
>> syms x a b ¢
> f = a*x*2 + b*x + c;
>> [x]=solve (f,x)

Dostavame ten isty vysledok, ako v predchadzajucom pripade.

Podobne vyrieSime kvadratickl rovnicu s dvoma premennymi vzhladom na
premenné x a y:

(x-—a)?+ @ -b)?=r?
>> syms a br xy

>> solve (' (x-a)*2+(y-b)*2=r*2','x")

ans =
a+ (2*y*b-b*2-y*2+r*2) " (1/2)
a- (2*y*b-b*2-y*2+r*2)*(1/2)

Priklad 2:

RieSenie rovnice e?* = 3y vzhladom na xnajdeme nasledovne:

>> syms X Y7
>> eq = 'exp(2*x) = 3*y',
>> [x] = solve(eq, Xx)

RieSenie sustavy rovnic najdeme podobnym spdsobom.

Priklad 3: Najdite rieSenie nasledovnej ststavy troch linedrnych rovnic o troch

neznamych:
2x—3y+4z=>5

y+4z+x =10
—2z+3x+4y=0

>> syms X y z;

>> eql = '2*x-3*y+4*z = 5'
>> eq2 = 'y+4*z+x = 10'
>> eq3 = '-2*%z43*x+4*y = 0

>> [x,y,z] = solve(eql,eq2,eq3,x,y,z)
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Poznamka:

pri zadavani premennych nie je potrebné ich zaddvat v abecednom poradi. Na
druhej strane, premenné vo vysledku sa nachadzaji v abecednom poradi
bez ohladu na to, v akom poradi boli deklarované, resp. zadavané do rovnic, takze
je potrebné davat pozor na poradie premennych v poslednej z vyssie uvedenych
instrukcii. Napriklad, pri zadani poradia [z,x,y] miesto [x,y,z] mo6ze dojst ku
zamene premennych. Vysledok dostadvame v symbolickom tvare a pre ziskanie
¢iselnej hodnoty je potrebné vykonat nasledovny vypocet:

>> x d = double(x), y d = double(y), z d = double(z)

Priklad 4:

Je moiZné riesit tieZ sustavu dvoch nelindrnych algebraickych rovnic, napr.
y = 2e*ay = 3 —x2
>> syms X y;

>> eql='y=2%*exp(x)', eq2='y=3-x"2';
>> [x,y]=solve(eql,eq2,x,y)

VSimnime si, ze dostavame iba jedno rieSenie, hoci existuju dve, ako to uvidime
nizéie. Opéat plati, Ze pre prevod symbolickych premennych x a y na numerické
pouzijeme prikaz double.

Priblizné rieSenie mdzeme ziskat nakreslenim grafov rovnic a zistit ich krizovanie.
Najprv vSetko presunieme na lavu stranu rovnic, pretoze fplot kresli vyrazy a nie
rovnice.

>> expl 'y - 2%exp(x)';
>> exp2 = 'y-3+x*2';
>> fplot(expl), hold on; fplot(exp2); hold off

Orienta¢né hodnoty rieSenia (priese¢niky grafov) mozno ziskat v okne obrazku
kliknutim na Nastroje/Zoom In. Kliknutim na priesecnik zva¢sime danu oblast
grafu. Po kliknuti na Nastroje/Data Cursor, a kliknuti na priesecniky grafov
dostaneme priblizné hodnoty x a y. Porovnajme tieto vysledky s tymi, ktoré boli
vyriesené pomocou vyssie uvedeného prikazu solve.

Priklad 5:

Existuju tiez rovnice s nekone¢nym poctom rieseni. Prikladom je rovnica sin(x) =
1/2. Preto je vhodné nakreslit si danl funkciu a skusmo pozriet, pri akych
hodnotach premennej x je jej hodnota nulova:

>> expl='y - sin(x) + 1/2°',
>> exp0='0"'
>> fplot (expl, [-6,6,-2,1]), hold on; fplot(expO); hold off
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Instrukcia hold on umozni vykreslit oba grafy do jedného obrdzku. Prikaz
fplot(exp0) vynesie vodorovnu cdiaru v grafe pre y=0. Priesecniky sinusoidy s
touto liniu predstavuju riesenie prvej rovnice. Graf je zobrazeny na obrazku:

I e -

Fhe [t Yew fesot Teoh Desitop

DwH& & AaANe & 0@ w0

1 T T T 1

1 T ; ce} e — i .- 0.5
. : 1

a) b)

Graf priebehu pre rieSenie rovnice sinx = 1/2:
a) celé okno grafu aj s menu, b) samotny graf

Symbolic Math toolbox pri zadani solve najde iba dve rieSenia medzi 0 a «:

>> syms X;

>> eg='sin(x)-1/2=0";
>> [x]=solve(eq, x);
>> x doub=double (x)

Dal$ie numerické metddy st uvedené v materidli:
Tutorial on numerical solution of equations using MATTL.LAB
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Kalkulator symbolickych funkcii

funtool je interaktivny graficky kalkulator ktory pracuje s funkciami jednoduchych
premennych. Sicasne je mozné zobrazit dve funkcie: f(x) a g(x). Vysledok vacésiny
operacii nahradzuje obsah funkciie f(x).

Okna, oznacené ako 'f =' a 'g =', sU editovatelné okna, ktoré mozno menit
v lubovolnom okamihu zapisanim novej funkcie. V okne 'x =' sa Specifikuje rozsah
nezavisle premennej. V okne oznacenom ako '

a =' sa zadava ciselna hodnota

parametra.
f=
¥+ 20w+ 5
g =
1h
= a=
[-2%pi, 2*pi] 152
dfidx int £ simple f num f denf 1if finv
f+a f-a f*a fia fa fix+a) f{x*a)
f+g f-g f*g fig (=) g="f Swap
Insert Cycle Delete Reset Helg Demo Close
Okna kalkulatora symbolickych funkcii
i-qul - : {@ fir‘,m; e E‘_‘Q
Pezuen a
wr »
15
&
40 as
= D =

W0

V prvom riadku sa nachadzaju tlacidla pre unarne operatory, ktoré obsahuju
funkciu premennej x:

e df/dx - symbolicka derivovanie f(x)

e intf - symbolické integrovanie f(x)

e simple f - zjednodusuje symbolicky vyraz (ak je to mozné)

e numf - vybera Citatel raciondlnej zlomkovej funkcie v symb. tvare

e denf - vybera menovatel racionalnej zlomkovej funkcie v symb. tvare
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e 1/f - nahradi f(x) prevratenou hodnotou 1/f(x).
e finv - nahradi f(x) inverznou funkciu

Vypocet operatorov int(f) a finv mbze zlyhat, ak neexistuje ich riesenie
v uzavretej forme.

Druhy riadok tlacidiel parametrom 'a'meni mierku funkcie f(x). Su tu
nasledovné operacie:

e f+a - nahradi f(x) funkciou f(x) + a
e f-a - nahradi f(x) funkciou f(x) - a
e f*a - nahradi f(x) funkciou f(x) * a
e f/a - nahradi f(x) funkciou f(x) / a
e fNa - nahradi f(x) funkciou f(x) ~ a
e f(x+a) - nahradi f(x) funkciou f(x + a)
e f(x*a) - nahradi f(x) funkciou f(x * a)

V tretom riadku sa nachadzaju operatory dvoch funkcii f(x) a g(x). S& tu
nasledovné operacie:

e f+g - nahradi f(x) funkciou f(x) + g(x)

e f-g¢g - nahradi f(x) funkciou f(x) - g(x)
e f*g - nahradi f(x) funkciou f(x) * g(x)
e /g - nahradi f(x) funkciou f(x) / g(x)
o f(g) - nahradi f(x) funkciou f(g(x))

e g=f - nahradi g(x) funkciou f(x)

e swap - zameni f(x) and g(x)

Prvé tri tlacidla v stvrtom riadku riadia zoznam funkcii.
e Tlacidlo Insert umiestni danu funkciu do zoznamu.
e Tlacidlo Cycle rotuje zoznam funkcii.

o Tlacidlo Delete odstranuje aktivny funkciu zo zoznamu. Zoznam funkcii sa
nazyva fxlist. Defaulty zoznam fxlist obsahuje niekolko beznych funkcii.

e Tlacidlo Reset nastavuje f, g, x, a a fxlist na ich pociato¢né hodnoty.
e Tlacidlo Help tlaci text pomocnika.

e Tlacidlo Demo.

e Tlacidlo Close uzatvara vsetky tri okna.
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