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7 Harmonicka analyza signalov

Klasickou metédou analyzy pri spracovani signalu je Fourierova analyza. Pri spracovani signalov
spravidla ide o tieto ulohy:

e Analyza signalov. Pévodny signal sa analyzuje rozdelenim signalu na zakladné zlozky,
ktoré popisuju charakteristické vlastnosti daného signalu.

e Syntéza signalov. Ak pozname elementarne zlozky signalu, ako rekonstruujeme signal

z jeho elementarnych zlozZiek, alebo aspon zostrojime rozumnui aproximaciu pévodného
signalu.

7.1 Matematicky popis harmonického signalu

Harmonicky signal je opisany troma veli¢cinami: amplitddou, frekvenciou a fazou.

A
A amplitada signalu [V alebo A]
T doba periddy signalu [s]
0] fazovy posun [rad]
f = 1/T frekvencia [s]
® = 2 nf kruhova frekvencia [rad s7]

Obr. 1 Vseobecny harmonicky signal A sin(wt — ¢)

Matematicky ¢asovy priebeh harmonického signalu mézeme vyjadrit’ pomocou vzt'ahu (vyjadrenie
v polarnych stradniciach {r, @}):

f(@t) = A.sin(ot + @) 1

kde A je amplituda signalu. Tento signal mézeme opisat’ tiez pomocou dvoch zloziek navzajom
kolmych (pravouhlé vyjadrenie {x, y}):

f(t) = acos(wt) + b sin(wt) 2
kde sme vyuzili vzt’ah z goniometrie pre sinus sactu uhlov:

sin (a+ f) = sina.cos f+ sin f.cos a
konkrétne:
f(t)= Asingp.cosawt + Acos ¢.sinwt = Asin (ot + ¢)] 3)

Pre prevod medzi tymito dvoma zapismi platia vzt’ahy (Obr. 2):

A=+a? + b? a=Asing

b=Acoso

Obr. 2 Savis medzi zapisom v polarnych a pravouhlych staradniciach
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Funkciu f(t) mézeme vyjadrit’ aj pomocou exponencidlneho tvaru komplexného cisla:
f(t) = Aell@t+o)

Harmonicky priebeh tiez vyjadrujeme pomocou fazora (vektora, rotujiceho uhlovou rychlost'ou ®).

7.2 Zlucovanie harmonickych signalov
Pri linearnom zluc¢ovani harmonickych signalov mo6zu nastat’ nasledujice pripady:

e Scitanie signalov s rovnakymi frekvenciami
e Scitanie signalov so znacne rozdielnymi frekvenciami

e Scitanie signalov s veI'mi blizkymi frekvenciami

7.2.1 Scitanie signalov s rovnakymi frekvenciami

Ak si priebehy predstavime ako fazory, ktoré rotuji rovnakou rjchlost'ou, je zrejmé. Ze ich
vzajomna faza sa nebude menit’. Vysledkom ich s¢itania bude pat’ harmonicky signal s rovnakou
frekvenciou. Amplituda a faza je dana ich vektorovym sactom (Obr. 3).

Im(f) A

Obr. 3. Scitanie dvoch signalov s rovnakou frekvenciou

7.2.2 Scitanie signalov so znacne rozdielnymi frekvenciami

Doba periédy druhej zlozky signalu u, (t) je niekol’konasobkom doby periédy prvej zlozky signalu
U, (t). Pri pozorovani vysledného signalu u(t) = u,(t) + u,(t) mozno zretel'ne rozlisit’ jednotlivé
frekvencie (Obr. 4).

uq(t)

Ua(t)

u (t)

Obr. 4 Séitanie dvoch signalov so znacne odlisnou frekvenciou

Jednotlivé signaly mozno z tohto vysledného signalu opit’ oddelit’ pomocou dolnej a hornej
priepuste s vhodne volenymi medznymi frekvenciami.
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7.2.3 Scitanie signalov s vel’'mi blizkymi frekvenciami

Ak scitame dva signaly s blizkymi frekvenciami, pri ktorych sa doba periédy lisi iba malo, mozeme
pouzit’ nasledujicu tvahu: Predpokladajme, ze v urcitom okamihu su signaly vo faze, t.. ich
amplitudy sa sc¢itaju. Po prvej peridde signalu s vysSou frekvenciou signal s nizsou frekvenciou sa
oneskoruje o cast’ periédy. V d'alsej peridde sa oneskorenie zvysi. Po urcitej dobe budu signaly
v protifaze a ich amplitudy sa odpocitavaju. Potom sa vzajomna faza opat’ meni tak, Ze sa signaly
scitaju vo faze. Periodicky sa meni vysledna amplitida signalu s frekvenciou, vznika tzv. zaznej
(obt. 5a). Frekvencia zazneja sa rovna rozdielu oboch frekvencil. f, = f; — f,

{\ﬂ/\ {\ﬂ/\f

a)
b)

Obr. 5 S¢itanie signalov s vel'mi blizkymi frekvenciami

7.2.4 Scitanie signalov se sudelitePnymi frekvenciami

Ak k signalu so zakladnou frekvenciou priratame druhy signal s frekvenciou, ktora je celistvym
nasobkom frekvencie zakladnej, dostaneme vysledny signal, ktory uz nie je harmonicky, ale
vseobecne periodicky.

Na susednych obrazkoch v Obr. 6 je uvedeny sucet zakladnej frekvencie (s amplitdidou 1) sa
signalom s trojnasobnou frekvenciou.

AN, N

-1 -1

Obr. 6 Pripocitanie signalu s trojnasobnou frekvenciou k zakladnému signalu

Z obrazkov je zrejmé, ze tvar vysledného priebehu je zavisly nielen na vzijomnom pomere
amplitud, ale aj na ich faze. Tieto nasobky zakladnej frekvencie sa nazyvaju vyssie harmonické
zlozky. Pridavanim d’alsich harmonickych s réznymi amplitdidami a fazami je mozné vytvorit’
I'ubovol'ny periodicky priebeh.

V akustike udava frekvencia zakladnej harmonickej vysku ténu. Obsah vyssich harmonickych
urcuje farbu ténu. Tén réznych hudobnych néstrojov sa teda lisi ¢asovym priebehom, ktory
obsahuje rozdielne vyssie harmonické.

Na Obr. 7 je uvedeny priklad skladanie jednotlivych harmonickych zloziek pri vytvarani

harmonického signalu. Amplitida #-tej harmonickej je pritom (pozti Tab. 1):
4

Ap=—A 4

kde A je amplituda obdiznikového signalu.
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Obr. 7 Skladanie jednotlivych harmonickych signalov pre vytvorenie obdiZnikového signalu:

a) 1. harmonicka, b) 1., a 3. harmonicka, c) 1., 3., 5. a 7. harmonicka
7.3 Harmonicka analyza

7.3.1 Fourierov rad

Ak zo signalu pri urcitej zakladnej frekvencii pridanim vyssich harmonickych vieme vytvorit’
I'ubovol'ny periodicky priebeh, plati aj opacne: akykol'vek véeobecny periodicky priebeh vieme
previest’ na subor diel¢ich harmonickych priebehov. Tento rad je vo vseobecnosti nekonecny
v tvare:

f@®) = A4y + A;sin(let + @) + Ay sinat + ¢,) + Azsin(Bat + @) + - 5)
kde Ao jednosmerna zlozka
A4 amplituda zakladnej harmonickej
A, amplituda n-tej harmonickej, n — prirodzené ¢islo v rozsahu 1 az oo
®n taza n-tej harmonicke;j

Rad mozno napisat’ v tvare:
ft)=4,+ Z A, sin(na)t + (pn) (6)
n=1

Pre vypocet sa tento rad prevadza na Standardny tvar Fourierovho radu v ktorom jednotlivé
harmonické su urcené sinusovymi a kosinusovymi zlozkami. Lubovolny periodicky priebeh
moézeme nahradit’ nekoneénym trigonometrickym Foutierovym radom:

a
f() = 70+ a;coswt + ajcos2mt + azcos3at + -

)
+b;sinwt + bysin2wt + by sin3wt + ...
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Tento rad mozno zapisat’ tiez v tvare:

oo oo
a
f(® =70+Z a, cosnwt +Z b, sinnawt

n=1 n=1

kde:

2 (T 2 (T
a, = T,f f(t) cosnat dt b, = Tf f(t)sinnawt dt n=0,1,23,.. 8)
0 0

Pre jednosmernu zlozku ag je cos 0 = 1 a preto
2 T
o = = j f)de )
0

Urcity integral sa nemusi sa pocitat’ v medziach < 0; T>, ale mdze byt napr. aj v intervale
< -T/2; T/2>.

Amplitida a faza n-tej harmonickej je:

a
A, = /a,% + b2 ¢, = arctg b—: (10)

Hodnoty amplitdd a faz jednotlivych harmonickych zakreslime do grafu v zavislosti bud’ od
poradia harmonickej alebo od frekvencie, ¢im dostaneme amplitidové a fazové spektrum signalu.
Priklad spektra v zavislosti od frekvencie je uvedeny na Obr. 8.

Amplitaddové spektrum

Fazové spektrum
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Obr. 8 Amplitudové a fazové spektrum signalu

Pre zjednodusenie mozeme previest’ ¢as previest’ na uhol X = @t, pricom doba periddy je T = 2m.
Vzorce pro vypocet koeficientov potom budu:

1 2T
ag = - i f(x)dx (11)

1 21 21

an = — f(x)cosx dx b, = p f(x) sinnx dx n=123.. (12)
0 0

Podobne, ako v predchadzajucom pripade urcity integral sa nemusi sa pocitat’ v medziach
< 0; 2m>, ale moze byt napr. aj v intervale < —m; m>.

Amplitddu a fazu n-tej harmonickej vypocitame analogicky podl'a vzorcov (10):

5



V. Fedik: Modelovanie a simulicie v elektrotechnike, KEM FEI TUKE, LS 2020/21

Pre pouzitie tychto vzorcov je potrebné, aby priebeh signalu bol definovany matematicky a tiez
treba vediet’ analyticky vypocitat’ integraly. Pri jeho vypocte mozno vyhodne pouzit’ symbolicky
pocet v MATLABe, alebo potrebné integraly mozno vypocitat’ numericky, ako je to uvedené v stati
7.3.2.

V priruckich st uvedené vzorce pro zikladné ¢asové priebehy signalu (impulzny, obdiznikovy,
trojuholnikovy, pilovity, lichobeznikovy atd’.). Okrem toho su pri niektorych priebehoch urcité
koeficienty nulové, ako to vyplyva z pravidiel uvedenych v Tab. 1.

Tab. 1 Pravidla pre zjednodusenie vypoctov Fourierovho radu

H Pravidlo Priebeh funkcie
1) | Signaly, pri ktorych v intervale <0, 27t) plocha nad osou 7sa to r\
rovna ploche pod touto osou (S; = §,), nemaji jednosmernu >
zlozku, t.j. ay = 0. ‘ \s_gj—”
2) | Funkcie stredovo sumerné podla pociatku -f(t) = f(-t) maja iba V!
sinusové zlozky; vsetky kosinusové zlozky su nulové. »
2 /2] >t
3) | Funkcie osovo sumerné podl'a osi maju iba kosinusové zlozky; P
vsetky sinusové zlozky su nulové. f \
T /AJ -t
1/2
4) | Funkcie, ktorych priebeh s prvej polovice periédy sa v druhej v (_\
polovici opakuje s opa¢nym znamienkom, maju iba neparne
harmonické zlozky. k/ﬁt
5) | Funkcie, ktorych priebeh z prvej polovice peridédy sa v druhe;j o
polovici opakuje s rovnakym znamienkom, maji iba parne
harmonické zlozky. Prva harmonicka zlozka je taktiez nulova.

7.3.2Numericka metoda vypoctov koeficientov Fourierovho radu

Pri priebehoch ziskanych meranim, je obt’azné previest’ ich na analyticku funkciu. V takom pripade
je vhodné vykonat’ numerické riesenie pomocou obdlznikovej metédy — numerickej nahrady
integralu funkcie. Pri tomto sposobe:

1) najptv rozdelime petiédu signilu 277 na koneény pocet rovnakych casti s velkost'ou AX = 271C

2) Vjednotlivych bodoch uréime hodnoty funkcie Yk. Tym nahradime spojitd funkciu

kone¢nym poctom hodnot (vzoriek). Cim je vdcsi je pocet dielikov ¢, tym presnejsi je

vysledok. Zaroven s tym sa ale zvicSuje mnozstvo potrebnych vypoctov.

3) pre urceni N harmonickych musime volit” pocet dielikov € >2n + 2.

4) integraly pre vypocet koeficientov Fourierovho radu nahradime pribliznym vypoctom

integralu plochy integralu tak, ze kazdd vzorku vynasobime hodnotou funkcie sinus alebo

kosinus prislusného uhla n. k

5) Po vynasobeni hodnotou Ax dostaneme plochu obdiznikov §irky Ax a vysky, ktora

predstavuje hodnotu funkcie. Séftanim tychto obdlznikov ziskame priblizni hodnotu

hladaného integralu.
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KedZe vsetky obdizniky maji rovnaku irku, vzorce pro vipocet koeficientov budd v tvare:

C
a, = EZ Y, COSNX,
Cia
2 C
b, ==Y Y, sinnx,
Cia

Jednosmernd zlozka:

Obr. 9 Princip numerického riesenie integralov Fourierovho radu

Pri rieSeni treba vykonat’ znacny pocet vypoctov a preto je vhodnejsie pouzit’ vypocet v tabulke
pomocou tabul'kového kalkulatora (Excelu) — Tab. 2.

Tab. 2 Numericky vypocet koeficientov Fourierovho radu

c =12
Ax = 0,52 rad

poradie harmonickej: 1. 2. 3. 4.
= = = &~ = =S =8 = =8 =8
1 2,01 0)52| 0,87| 0,50, 1,73 1,00 1,00| 1,73| 0,00/ 2,00[ -1,00{ 1,73
2 46| 1,05/ 0,50 0,87 2,30[ 3,98 -2,30| 3,98| -4,60| 0,00| -2,30| -3,98
3 50 1,57| 0,00 1,00/ 0,00/ 5,00{ -5,00| 0,00 0,00 -5,00/ 5,00{ 0,00
4 48| 2,09 -0,50| 0,87| -2,40[ 4,16 -2,40| -4,16| 4,80 0,00| -2,40| 4,16
5 40| 2,62| -0,87| 0,50 -3,46| 2,00/ 2,00| -3,46| 0,00/ 4,00| -2,00| -3,46
6 20| 3,14| -1,00| 0,00/ -2,00{ 0,00 2,00| 0,00/ -2,00{ 0,00] 2,00| 0,00
7 1,4| 3,67 -0,87| -0,50| -1,21| -0,70| 0,70{ 1,21| 0,00| -1,40| -0,70| 1,21
8 0,6/ 4,19| -0,50| -0,87| -0,30{ -0,52| -0,30| 0,52 0,60/ 0,00{ -0,30| -0,52
9 -1,0| 4,71 0,00{ -1,00{ 0,00 1,00/ 1,00/ 0,00 0,00| -1,00| -1,00{ 0,00
10 -1,8| 5,24/ 0,50| -0,87| -0,90| 1,56/ 0,90] 1,56| 1,80 0,00] 0,90 -1,56
11 -1,2| 5,76/ 0,87| -0,50| -1,04| 0,60/ -0,60| 1,04/ 0,00 1,20/ 0,60| 1,04
12 1,0 6,28/ 1,00/ 0,00 1,00 0,00 1,00{ 0,00 1,00] 0,00 1,00{ 0,00
sucet | 21,4 -6,3| 181 -2,0 2.4 1,6 -02| -02| -14
a 3,57 an/b, | -1,05| 3,01 -0,33| 0,40| 0,27| -0,03] -0,03| -0,23
A 1,78 A, 3,19 0,52 0,27 0,23

o, 1,91 2,26 -0,12 -1,71
Poznamka

Pre praktické vypocty pomocou pocitaca sa pouziva rychla Fourierova transformacia (FFT). Ide o
algoritmus vypoctu diskrétnej Fourierovej transformacie, ktory umoznuje znizit’ pocet vykonanych
&astkovych vipoctov a tym cely vipocet znacéne zrychlit’. Uspora ¢asu je obzvlast’ zretelna pri
velkom pocte vzoriek. Pre dosiahnutie optimalneho ¢asu vypoctu sa merany usek rozdeli na pocet
rovnakych usekov, ktorych pocet je rovny prave mocnine 2 (napr. 512 alebo 4098).
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Vysledkom transformacie bude pocet harmonickych (odvodenych od daného intervalu), ktory je
polovicou poctu usekov (vzoriek). Ziskané spektrum bude obsahovat’ nultd harmonicka
(jednosmernta  zlozku), frekvencia prvej harmonickej bude prevritenou hodnotou
transformovaného intervalu a frekvencie d’alsich harmonickych budu celistvymi nasobkami
zakladnej harmonické az do frekvencie N/(2T).

7.4 Priklady vypoctu Fourierovych koeficientov periodickych
signalov

Na Obr. 9 su priklady beznych periodickych signalov. Ak je signal neperiodicky, potom je na

charakterizaciu frekvencného obsahu signalu potrebna Fourierova transformacia.

A M)

Ty —|

HHH - AV

Dbdiirﬁkovj-‘priebeh Trojuholnikovy priebeh
A e
- [
Pravouhle impulzy 1 7 I Pilovity priebeh |~ 10 f

Obr. 10 Priklady harmonickych priebehov

Priklad: vypocitat’ Fourierove koeficientov pre pilovity signal, ktory poc¢as doby Ty (Obr. 10)
narasta linearne podla funkcie:

t
f(t)=AT—0 0<t<T, (13)
Riesenie:

ZJ‘T 2 (ToA 24t21%
—| fdt = — _tdt:[—l =A
TJ, To )y To T¢2 |,

Znamena to, ze podla Fourierovho rozvoja:

oo oo
f) = ?0 Z a, cosnwt + Z b,, sin nawt
n=1 n=1
jednosmerna zlozka bude rovna ay/2 = A/2.
Vypocet koeficientov ay:
To A

ij(t) dt 2 t 2n dt
= = cos nwt = — —tcosn—t =
TJ, ToJy To T,

2A1cos(2nnt/T,)  t.sin(2nnt/T,) To .
= —[ = (0 prevsetkyn

(2mn/Ty)? 2nn /T, 0

Kedze a,, = 0, vo vysledku nebudu ziadne kosinusové cleny a aj faza ¢, = 0 pre vSetky n.

Koeficienty b,, dostaneme nasledovne:
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2ij(t)' t dt szoAt' 2T dt
= = sin nwi = — —tsinn— =
T ), ToJy To T,

24 sin(2nnt/Ty) t.cos(2nnt/Ty) To A

= —— prevSetkyn

n KA
SYavE

VIV N

(2nn/Ty)? 2mn /T, 0 nmw
Fourierov rad pilovitého signalu bude:
A <« A 2
f) ==+ Z (——smn—t)
2 nm 0
n=1
Tab. 3 Fourierove koeficienty niektorych typickych periodickych signilov
_ i . Fourterove
Signal Foune;n‘m Signal .
koeficienty koeficienty
Konstamy Pilovity signdl
Jifi] finy .
A a=A “=3
e ———— i, =10 pra vistky n A a, =10 pravisthy m
=0 prawvistlyw
! by == A prz vistloy
-1
—-| Ty I"—
Kosinusova vina Trojuholnikowvy signal
fin =

fin) ap=0 ay =0
ut::‘. |-"-.T[p-" iy = &I!., "
ap=0 n#l (mm)-
by =0 praviztky n /\ A a, =10  nspdmzn

by=0 pevityn

Simusova vina Jednocestné usmernenie zgmd
1
2
ﬁ!’] B ﬁr} a, = A . "
- dy =10 ) 1 -n?
A A I+-‘u?|\ ::“fg pre sty = Am\ a,=0  nepimen
1= f\
N et | h‘”=|] n#l 4 .b-|=i n=l
' v | 3
’ ) b, =0 n#l
ObdiZnikovy signal Dvojcestné usmernenie
f) ap=10 =2Afx
A a, =0 pravisthyn fin “
=Ty~ =44 3 S ay = Adfx n
I—] H'l]» — "= x n2parmns 1 ‘I Tﬂ | A - | =2
b,=0 pimszn ' ; a,=0  nspiman
| ¥ " | ! -'J': =0 przvizstlyw
Pravouhle impulzy Parabolicks vina
T fin) dy =10
ﬁf} ﬁ||=‘l:T H“_u pra vistlw w
|=Tp =l A a,= _.-l. 24 0 (HIT A 324 e
' " ()
h"—{! pra visthky n b, =0 pimms n
. I - - f
- T |~ b= To=I
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