Prednaska 3: Modelovanie pasivnych elektrickych RLC obvodov

V tejto kapitole sa budeme zoberat” problematikou zostavenie prenosovych funkcii elektrickych
analytickym sposobom, pomocou matematického modelovania, zostavenim diferencialnych rovnic
aplikaciou niektorych fyzikalnych zakonov, znamych z elektrickych obvodov (Ohmov zikon, I..
a II. Kirchhoffov zakon).

Vyuzijeme pritom charakteristické zakonitosti medzi elektrickym pradom a napitim v elektrickych
obvodoch.

1 Modelovanie obvodu metdédou sluckovych pradov

Uvedieme tu princfp odvodenia prenosovej funkcie v elektrickom obvode pozostavajicom
z pasivnych prvkov R, L, C a zo zdrojov napitia u(t), resp. pradu i(t).

Indukénost’” a  kondenzator predstavuji  zasobniky
elektrostatickej), zatial' o na odpore sa energia straca.

energie (elektromagnetickej, resp.

V obvode zadefinujeme vstupnu velicinu, vystupnu velicinu a ndjdeme medzi nimi hl'adany prenos
aplikujic prvy a druhy Kirchhoffov zakon [2]. Pri zostavovani rovnic vyuzivame zakonitosti medzi
napitim a pradom na jednotlivych prvkov R, L, C.

Indukcnost’ a kondenzator predstavuju zasobniky energie (elektromagnetickej, resp.
elektrostatickej), zatial’ co na odpore sa energia straca.

Vzt’ahy medzi napitim a pradom, resp. napitim a ndbojom pasivanych R, L C prvkov obvodu

Impedancia v LT

Prvok obvodu Napitie-prad Prad-napitie U(s)

Z(s) =——

I(s)

Kondenzator 1t . duc(t) 1
(kapacita) uc(t) = E_[O l(T)dT l(t) =C T ZC(S) = a
Rezistor . ] 1
it ug(t) = Ri(t) (6) = Hur(®) Zp(s) = R
Cievka di(t) S
(indukénost’) ug(t) =L dt i = L fo u(7) dr Zu(s) =Ls

Postup pri prenosovej funkcie v elektrickom obvode pozostavajucom z pasivnych prvkov R, L, C

a zo zdrojov napatia u(t), resp. pradu i(t) pomocou metédy sluckovych pradov.

1) pri rieseni vychadzame zo sluckovych pradov — zvolime ich smer

pre kazdu slucku zostavime napit’ové rovnice podla II. KZ,

2) tieto rovnice upravime pomocou vzt'ahov v tabulke, aby sme dostali diferencialne rovnice

(vylacenim integralov z rovnic obvodu).
3) Ziskanu rovnicu (rovnice) riesime vzh'adom na prad.

4) Ak st zname prudy vo vetvach, napitie na zvolenom prvku dostaneme aplikdiciou Ohmovho

zakona a vyrie§ime prenosovu funkciu.

Pozn.: Variantom metédy MSP je metéda sluckovych napiti (MSP).
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V obvode zadefinujeme vstupnu veli¢inu, vystupnu velic¢inu a ndjdeme medzi nimi hl'adany prenos
aplikujac prvy a druhy Kirchhoffov zakon a Ohmov zakon. Pri zostavovani rovnic vyuzivame
zakonitosti medzi napitim a praidom na jednotlivych prvkov R, L, C. Zapis zakladnych rovnic
obvodu — aplikujeme druhy Kirchhoffov zakon (KZ) pre napitia v slucke:

u(t) = uy(t) + ug(t) + uc(t)

pre AC: https://javalab.org/en/tlc_serial_circuit_en/

Dosadime za napitia:

Ldi(t)+R'(t)+1ft'( )dt = u(t)
7 i ¢l i(D)dr =u
Je to diferencialno-integracna rovnica, neda sa riesit’ jednoduchymi metédami. Obideme to

vylicenim integralu - zavedieme elektricky naboj:

t . dq(t)
a© = [ i i(6) = =5
0
¢im odstranime integral za cenu zvysenia derivacie vsetkych veli¢in.

Prvok obvodu Napitie-prud Napitie-naboj
Kondenzator 1t 1
(kapacita) uc(t) = EL i(r)de uc(t) = C q(t)
Rezistor . dq(t)
(odpor) ug(t) = Ri(t) ug() =R — —
Cievka di(t) d?q(t)
(induké&nost’) u,(t) =1L dt u,(t) =1L T

Napitie na kondenzatore je: uc(t) = %q(t), odkial q(t) = Cu(t)

Tymto prad aj jeho derivacia bude:
_dq@®) _ duc©®

i = dt dt
di(t) d*q(t) _d*uc(t)
dt — dtz dt?

Po dosadeni do rovnice pre sicet napiti v slucke dostaneme:

2
d ;‘fz(t) +RC dugt(t) + uc(e) = u®)
Rovnicu prevedieme do Laplaceovej transformacie:
(LCs? + RCs + 1)Uq(s) = U(s)
odkial’ po zapise do L'T dostaneme hl'adany prenos:
Uc(s) 1
U(s) LCs?+ RCs+1

Fe(s) =



2 Vypocet prenosovej funkcie v Laplaceovej transformacii

Napitie-prad Napitie-prad Impedancia v LT

: U(s
Prvok obvodu v Casovej oblasti v Laplaceovej Z(s) = )
transformacii I(s)

Kondenzat () 1ft'( )d U ! I Z !
ondenzator =— = =
Uc CJy )ar c(s) <C (s) c(s) <C

Odpor ur(t) = Ri(t) Ur(t) =R I(s) Zr(s) =R

di(t
Indukénost’ u (t) =1L il(t) Up(s) = Lsi(s) Z;(s) =1Ls
L R Sucet napiti v slucke podla II. KZ:

U(s) = UL(s) + Ur(s) + Uc(s)
Po dosadeni a uprave:

LsI(s)+RI(s) +i1(s) =U(s)
sC

ol
u(t) = u(t

odkial’ pre prenos medzi vstupnym napatim a pradom dostavame:
I(s) sC
U(s) LCs?2+ RCs+1

C
(1) :

]

<52LC +sRC+ 1

C )I(s)zU(s)

Fi(s) =
Odtial’ vypocitame prad I(s) = F;(s).U(s) a s pouzitim vzorcov:

1
Uc(s) = =z 1(s) Ur(t) =R I(s) U,(s) = LsI(s)

vypocitame prislusné napitia na jednotlivych prvkoch obvodu. Tak dostaneme prenosy:

Fo(s) = Uc(s) 1
=) T LCs?+ RCs+1
Ur(s) sCR
F, =] =
RS)= 7o) TICsZ+ RCs+1
U,(s) s2CL
() =< = o
U(s) LCs*+ RCs+1
Pozn.: Najvhodnejsie je zapisovat’ prenos tak, aby absolutny ¢len v menovateli bol = 1,
potom ho mézeme porovnat’ so standardnym tvarom prenosovej funkcie
1
F(s) =
izs2 + Es +1
Wy Wo

Porovnanim prvkov pri jednotlivych mocninach operatora s v menovateli zistime vzt'ah medzi
timenim a kruhovou frekvenciou na jednej strane a prvkami obvodu R, L, C:

LC=1/d} oy = 1/VIC

2d
- d—E £
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3 Zovseobecnenie postupu pre rieSeni obvodov

ktorym zautomatizujeme zostavenie prenosovej funkcie pri metéde sluckovych pradov.

3.1 Princip

Pre impedanciu plati:

Z(s)I(s) = U(s)

kde pre indukénost’ je Z;, (s) = Ls, pre kondenzator Z;(S) = é a pre odpor Zg(s) = R.

Plati to aj pre impedanciu slucky Z(s) = Ls + R + é a teda:

(Ls +R +%>I(s) =U(s)

¢o slovami zapiseme:

(suma imedancii v slucke) . I1(s) = suma napatovych zdrojov

kde I(s) je operatorovy obraz sluckového pradu.

Ak z rov. (2.6) vyjadrime prid a dosadime do rovnic pre napitia na prvkoch v slucke:

Uy(s) = Ls I(s) Ur(s) = RI(s) Ue(s) = & 1)

dostaneme prenosovu funkciu medzi vstupnym napitim a napatim na F'ubovol'nom prvku.

3.2 Ziskanie prenosovej funkcie viacsluckového elektrického

obvodu pomocou met6dy sluckovych pradov

Zovseobecnime tieto poznatky pre viacsluckovy elektricky obvod, napr. dvojsluckovy:

R] Rg Rl

I R, T
— — Lyls) — Lls)

| S | S| —_ | I
1
sC
u) () = ) ¢ == w0 U ) L V=
i) 4 169 1)

L
P+

Pre kazdd slucku napiSeme napit’ova rovnicu. Pocet potrebnych rovnic odpoveda poctu sluciek.

Ak v slucke sa nachadzaju vetvy, ktoré st spolo¢né pre viac sluciek a tecie v nich viac sluckovych
prudov, ubytok napitia bude dany algebrickym suctom ubytkom napiti od jednotlivych sluckovych

pradov.

Skutocné prudy v sieti uré¢ime podl'a nasledovnych pravidiel:

3
b)

)

ak je vo vetve iba jeden sluckovy prad, rovna sa prudu vo vetve a ma aj rovnaky smer,

ak su vo vetve slu¢kové prudy s rovnhakym smerom, prud vetvy tecie v rovnakom smere
a bude dany sa¢tom oboch vypocitanych sluckovych pradov,

ak smer dvoch sluckovych pradov vo vetve je opacny, vysledny prad je dany ich
rozdielom a bude tiect’ v smere vicsieho pradu.



(Topologia elektrickych obvodov: http://www.urel.feec.vutbr.cz/MTEO /mteo/regularni%20prvky.pdf)

Pre dvojsluckovy obvod dostavame nasledovné rovnice:

[Ry + Ls] I,(s) — Ls I,(s) = U(s)
—Ls I,(s) + [Rz + Ls + Cis] ,(s)=0

V tychto dvoch rovniciach st neznamymi prady I;(s) a I,(s).

Vyriesime ich niektorou z metdd riesenia linearnych rovnic: (1) pomocou Cramerovho pravidla,
alebo (2) dosadenim z jednej rovnice do druhej, alebo (3) pomocou inverznej matice.

Napr. prad I, (s) vyrieSeny pomocou Cramerovho pravidla je:
(Ry +Ls) U(s)

—Ls 0 Ls
I = =—U
Z(S) A A (S)

kde A je determinant sustavy.

Ak vystupom je napitie na kondenzatore, potom prenos vzhI'adom na vstupné napitie je:
vystup ] p p p p p ]

Uc(s) 1 1(s)
U(s) “ Cs U(s)

Pre riesenie viacsluckovych obvodov s vihodou vyuzijeme symbolicky pocet v MATLABe.

F(s) ==

Rychly sp6sob maticového zapisu rovnic obvodu:

Uils) ,R_2| Upis)
I
A(5)

1
: : _C
Ufs)
L(s) I

[Ry + Ls] I;(s) — Ls I,(s) = U(s)

| “+

Linearnu sustavu rovnic:

1
—LsI;(s) + [Rz +Ls +E] L(s)=0

Ak sa analyticky pozrieme na rovnice, mozeme ich slovne popisat’ nasledovne:

spoloctnych napitovych
impedancii|I(s) — .p y | I5(s) = P vy
impedancii zdrojov
slucka 1 vetva 1-2 slucka 1
spolotnych napatovych
P J | I(s) + impedancii| I,(s) = P vy
impedancii zdrojov
vetval 2 slucka 2 slutka 2

Rovnice prehladne zapiseme pomocou maticového tvaru:

R1+LS

‘ [11(5) _ [U(s)]
—Ls  Rp+Ls+—|'L1(s)

¢o nam umoznuje rychlo napisat’ rovnice obvodu a t’azisko rieSenia prenosovej funkcie obvodu sa
takto presuva do (symbolického) riesenia sustavy linearnych rovnic. Samozrejme, tieto poznatky
mozno rozsirit’ na viacsluckové obvody.


http://www.urel.feec.vutbr.cz/MTEO/mteo/regularni%20prvky.pdf

Vsimnime si znamienko napit’ového zdroja — ak je napitie zdroja je orientované proti
smeru Sipky slu¢kového prudu, potom v maticovej rovnici ma kladné znamienko!!!

V pripade systému s viacerymi sluckami ako 2, je toto pravidlo nasledovné (napr. pre trojsluckovy
obvod):
. I,(s) — Z . I(s) — Z , L(s) = Z napatovych
imp.|I,(s imp.| I,(s imp.| I5(s) = A
slucka 1 vetva1-2 vetva1-3 slucka1
a podobnu zakonitost’ mozno odvodit’ aj pre rozsiahlejsie obvody.

Uvedena metéda umoziuje automatizovat’ zostavovanie rovnic a rychlo dospiet’ ku vysledku,
samozrejme s vyuzitim Symbolic toolboxu v MATLABe (prip. programu Maple).

Priklad 1 na maticovy zapis trojsluckového obvodu a odpormi:

)

ul C) .‘o. Y. 5
R3

Rovnice obvodu, zostavené pomocou sluckovych pradov, mozno zapisat’ v maticovom tvare

Rii=u
kde:
R1 + R4_ + R6 —R4_ _R6 iSl ul
_R4_ Rz + R4_ + R5 _RS . iSZ = O
_RS R3 ar R5 ar R6 i53 —U

—R,
Touto metédou mozno zistit’” prad v danej vetve obvodu aj v pripade, ak obvod je napajany
viacerymi napit’ovymi zdrojmi.
Vektor pradov mozno ziskat’ tieZ vypoctom inverznej matice R™1, t.]
i=Ru

V pripade symbolického zapisu impedancii obvodu: R, s[.a 1/(sC) jedinou cestou, ako prad v danej
vetve mozno efektivne vypocitat’ (pri vicsom pocte sluciek ako 2), je pouzitie symbolického

MATLABu.



Priklad 2 — zostavit’ impedanc¢nu maticu pre obvod impedanciami

*i ()

Prvky v matici st symetrické okolo hlavnej diagonaly, ¢o mozeme vyuzit’ pre kontrolu spravnisti

ich zapisu:
-R K 0 R .
1 2 s Cl 2

0 R: + sL, + 1 1 0
> Sk SCZ SCZ
Z(s) = 1 1
=Ry —— — —Ry —sL
2 SCZ SCZ 4 1

1
. 0 —R4—SL1 R3+R4+SL1 + —
sC,

4 Iné metddy zostavenia prenosovej funkcie obvodu

4.1 Deli€ napitia
Nezat’aZeny delié: (I, = 0)
I U U, U,

I: —_— —
e ; YR, +R, R, R,

‘ IO E 1 & — RZ
U ebo U R, +R,

Analogicky je postup v pripade, ak miesto odporov su impedancie

v LU Za(s)
£ O ORI AGEYAG)




ZataZeny deli¢ (I, # 0) — ku vystupu je paralelne pripojend zazt'azna impedancia-

O I Miesto Z,(S) je paralelnd kombinicia:
Z,(s).Z(s)

R1 U1 Z,()|1Z(s) = =2

U A AOESI0
0V
U‘ I—D—O— ¢o vplyva na zmenu prenosovych vlastnosti obvodu a tym
U2 R padom aj na jeho dynamiku:

R2
’ i’ sy = 0280 - Za@IZs)
o Yk UG ~ () + Z6)ZE)

Kalkulacka pre vypocet prvkov delica:

AC Voltage Divider, http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/electric/vdivac.html

Domaca uloha: vypocitat’, ako sa zmenia pomery v obvode RC ak pralaclne ku kondenzatoru je
pripojeny zat'azny odpor R,.

4.2 Prevod hviezda — trojuholnik a naopak

vvvvv

trojuholnika, ¢im by sme nemohli d’alej zjednodusovat’ obvod. Zapojenie impedancif do trojuholnika
vSak mozno nahradit’ zapojenim vhodnych impedancii do hviezdy anaopak, ina¢ povedané:
impedancie zapojené vo hviezde (Y) mozno nahradit’ ekvivalentnym zapojenim do trojuholnika (D)
a naopak,

Princip: Zapojenia do hviezdy a trojuholnika su ekvivalentné vtedy, ak zdroj napitia pripojeny k tym
istym svorkam dodava ten isty prad.

Pre trojuholnik mame podl'a Ohmovho zédkona

| = U B U
RIIR, +R;)  RiRp +RiRs
R, +R, + R,

kde znak || oznacuje paralelné zapojenie rezistorov.

Prud v pripade zapojenia do hviezdy:


AC%20Voltage%20Divider,%20%20http:/hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/electric/vdivac.html

U

l=—.
RlZ + R13
Prudy musia byt rovnaké. Z rovnosti pravych stran oboch rovnic vyplyva:

RlRZ + R1R3
R, +R,+R, R +R,+R,

R12 + RlS =

Takze prevodové vzorce trojuholnik — hviezda su:
R.= R1R2
12

R +R,+R,

R1R3
R +R,+R,

— R)R,
R, +R, +R,

13

23

Opacny prevod hviezda — trojuholnik dostaneme z rovnic, ak z nich vyjadrime R1, Rz, Ra.
_ Ri2Ry3 + Ry3Ri3 + RipRy3

R1z
_ RizRy3 + Ry3Ri3 + RipRy3
R, = R
23
R. — Ri3R73 + Ryp3Ry3 + RipRy3
’ Ris

5 Metoda uzlovych napiti a jej aplikacia pre vypocet
prenosovej funkcie obvodu

Tato metdda je zalozena na pouziti prvého Kirchhoffovho zdkona. Je vyhodné ju pouzit’ najma
v obvodoch s paralelne radenymi ¢lenmi.

Postup:

1) V obvode zvolime jeden uzol ako vztazny — spravidla volime ten, v ktorom je spojenych
najviac prvkov.

2) Ostatné uzly oc¢islujeme a oznac¢ime napétie kazdého z uzlov vzhl'adom na referen¢ny uzol.

3) Pre tieto oCislované uzly zostavime rovnice podla 1. KZ. Ziskame tol’ko rovnic, kol’ko bude
oc¢islovanych uzlov.

4) RieSenim tejto sustavy rovnic ur¢ime napitie medzi oznaCenymi uzlami a referencnym
uzlom.



Priklad: Vyriesit’ obvod pomocou metddy uzlovych napiti.

i
A = B
11']‘ R J:‘% ' I5l Ry l]2
o
+ +
Ul UQ
C 0

Za vztazny uzol O zvolime uzol spolo¢ny rezistorom R3 a Rs a ozna¢ime napétia Uy, Up
smerujuce k referenénému uzlu. Pre prady vtekajice do uzla pouzijeme kladné znamienko,
vytekajuce z uzla zaporné.

Pre uzol A plati: I.—13—-1,=0
Pre uzol B plati: Iy—1,—15=0
Po dosadeni uzlovych napétie dostaneme:

Ul—UA UA—UB UA

_ = — 0’

R R, Rs
Us—Us Us—-U» Us _ |
R, Ry Rs '

Rovnice vieme prepisat’ nasledovne:

1 1 1 1 1
(_+_+ >UA__UB=_U1

1U+(1+1+1)U—1U
Ry " \R; "Ry Rs) ™ Ry *
Z tychto rovnic zostavime maticovy zapis:
1 N 1 N 1 1
Ry R; R, R, UA] _ [Ul]
1 1 1 N 1| [Ug] LU,
R4 Ry Ry Rs

Pohl'adom na maticu vodivosti (kedze G = 1/R) 'ahko zistime pravidlo:

e Na hlavnej diagonale je sucet vodivosti, ktoré su pripojené k danému uzlu.
e Mimo hlavnej diagonaly sa nachddzaju symetricky rozmiestnené zaporné hodnoty
vodivosti, ktoré st medzi jednotlivymi uzlami.

Uvedené pravidlo plati nielen pre rezistory ale plati aj pre impedancie
(resp. o plati pre vodivosti, plati pre admitancie (t.J. Y =1/Z).

Z maticovej rovnice vypoc¢itame hodnoty napiti U, a Ug. Ostatné potrebné veliciny pri
vypocte prenosu dostaneme aplikaciou Ohmovho zakona.
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