V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Pr. 4 MODELOVANIE A SIMULACIA R-L-C OBVODOV

V tejto kapitole sa budeme zoberat” problematikou zostavenie prenosovych funkcii elektrickych
analytickym spésobom, pomocou matematického modelovania, zostavenim diferencialnych rovnic
aplikaciou niektorych fyzikalnych zakonov, znamych z elektrickych obvodov (Ohmov zakon,
I. a II. Kirchhoffov zakon) a zostavenim simula¢ného modelu.

Vyuzijeme pritom charakteristické zakonitosti medzi elektrickym pradom a napitim v elektrickych
obvodoch.

2.1 Operatorové impedancie suciastok R, L, C

Uvedieme tu princip odvodenia prenosovej funkcie a modelovania elektrického obvodu
pozostavajucom z pasivnych prvkov R, L, C a zo zdrojov napitia u(t), resp. pradu i(t).

.,

Indukcénost’” a kondenzator predstavuju  zasobniky energie (elektromagnetickej, resp.
elektrostatickej), zatial’ co na odpore sa energia straca.

V obvode zadefinujeme vstupnu velic¢inu, vystupnu velicinu a ndjdeme medzi nimi hl'adany prenos
aplikujic prvy a druhy Kirchhoffov zakon [2]. Pri zostavovani rovnic vyuzivame zakonitosti medzi
napitim a pradom na jednotlivych prvkov R, L, C.

.,

Indukcénost’” a kondenzator predstavuji  zasobniky energie (elektromagnetickej, resp.
elektrostatickej), zatial' co na odpore sa energia straca.

Vzt’ahy medzi napdtiami a pradmi pasivnych R, L, C prvkov obvodu

Impedancia v LT
Prvok obvodu Napitie-prad Prid-napitie _UGs)
29 =1
1t d
uc(t) = EJ i(1)de it = ¢ Lec® .
Kondenzator 0 dt 7 (S) -
(kapacita) 1 ¢ Cs
Ue(s) == 1(s) I(s) = CsUc(s)
] 1
ur(®) =R i(t) i(t) = Zur(t)
Rezistor ZR (S) =R
(odpor) — 1
odpor Ugr(t) =R I(s) I(s) = EUR(S
1 t
di(t) i(t) =- J u,(t) dr
. t)=1L
(.31evka u, (1) dt L' Z.(s)=1Ls
(induk¢nost’) 1
U(s) = Lsi(s) 1(s) = = Uw(s)
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2.2 Elektrické RC, RL obvody ako sustava I. radu

2.2.1 Sériovy RL obvod

Schéma obvodu':

R ’ y
1
o J- Y Y
Uu, u
R L
1”

Matematicky model sériového R obvodu:

i(t) =% ftuL(T) dt = % ft(U —Ri)dr
0 0

Prenosové funkcie dostaneme z prepisu tejto rovnice do Laplaceovej transformacie:

1
I(s) = [U(s) = R-I(s)]

Odkial:
(R+sL)I(s) =U(s)

Prid tecuci obvodom je:

1
I(s) =
&) =157 V)
a prenos prudu vzhl'adom na vstupné napatie je :
1(s) 1 1/R 1/R
B = o) " ResL L+ L 14T
R

Prenosovu funkciu pradu sme upravili tak, aby koeficient pri absolitnom clene bol rovny jednotke:
ag = 1 apotom T = L./R predstavuje ¢asovu konstantu LR obvodu.

1/R
7 L-obrazu pradu I (S) = 1_,{ ST

v obvode pti jednotkovom skoku vstupného napitia u(t) = 1(t) , ktorého L-obraz je U(s) = 1/s

U (S) mozeme vypoditat’ podiatoéni a koneént hodnotu pradu

1/R

1=0 i(0) = lirr(}s I(s) = lim =
S—

1
Y T s Z
i(0 )_£T}1€sl(s) ££105 s=01+sT R

1+sT
Ostatné prenosy v obvode su:
Ur(s) RI(s 1
b 2 U _RIG) _

U(s) U(s) 1+sT
U,(s) _sL 1(s) _sL.1/R ST
U(s) U(s) 1+4+sT 1+sT

F(s) =

1 LR Circuit, https://cookierobotics.com/009/



https://cookierobotics.com/009/

V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Takto v jednom elektrickom RIL obvode dostivame rozne prenosové funkcie — vzhl'adom na
napitie na odpore ide o proporcionalny prenos Fg(s) a vzhl'adom na napitie na indukénosti oide
o derivac¢ny prenos Fy ().

2.2.1 Sériovy RC obvod

Schéma obvodu je nasledovna:

R i
e~
U Uy . C e

Vytiesme tento prenos ako deli¢ napitia v obvode s dvoma impedanciami v operatorovom tvare
Z1(s) a Z,(s), v ktorom index i pri U;(s) znamend input (vstup); podobne index 0 mé vyznam
output (vystup). Takto mozeme postupovat’ v pripade, ak v obvode tieto impedancie vieme
jednoznacne a rychlo vypocitat’.

210 I(s)

Uy

Prad v obvode je

Ui(s)

1) = 7+ 56

Vystupné napatie je
Z,(s)
Z1(s) + Z,(s)
Odkial’ dostavame prenos medzi vystupnym a vstupnym napatim:
LU(s) | Z(s)
Ui(s)  Z1(s) + Z,(s)
V pripade RC obvodu po dosadeni dostavame:

Uo(s) = Z5(s) I(s) = Ui(s)

F(s)

< 1 1
F = 0 = SC = =
(s) U;(s) 1 1+sCR 1+sT
l R+se

kde T"= RC je ¢asova konstanta obvodu.

Tato metéda moze sluzit’ oba na rychlu skasku. Odporica sa vychadzat’ z diferencialnych rovnic
obvodu.
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Zostavenie simulaéného modelu

Dalsou dlohou pri rieseni obvodu je jeho simuldcia. Zatial' ¢o simulaciou prenosovej funkcie
dostavame vzt'ah iba medzi vstupnou a vystupnou veli¢inou, zo simulacného modelu vieme ziskat’
grafy casovych priebehov vsetkych vnutornych velicin elektrického obvodu (napiti a pradov na
jednotlivych prvkov a pod. )

Pri zostaveni matematického modelu pre simulaciu hl'adame také vzt’ahy, v ktorych vystupuja
derivacie veli¢in (teda sa snazime o zostavenie diferencialnych rovnic). V podstate ide o zostavenie
modelu z diferencidlnych rovnic, kde na lavej strane diferencidlnej rovnice osamostatnime
najvyssiu derivaciu veliciny a dalej znizujeme jej rad aplikdciou niektorej z metdd rieSenia
diferencialnych rovnic (metdda znizovania radu derivacie, metdda postupného integrovania.

Pri aplikovani II. Kirchhoffovho zakona na RC obvod dostavame:?

u(t) = ug(t) +uc(t) = Ri(t) +uc(t)

R i
el v Jee—
U “r — C__ Uc

Hradame diferencialnu rovnicu, popisujicu systém, a preto vyuzijeme vzt'ah medzi napatim
a pradom na kondenzatore:

_1ir - o duc()
u(t) = c f i(t)dt odkial it)==C It
Z toho po dosadeni za prid dostavame rovnicu
duc(t
u(t)=RC c(®) + uc(t)
dt
Ide o diferencialnu rovnicu I. radu, kde vyjadrime najvyssiu derivaciu:

duc(t) 1

1
i Eu(t) - Ruc(t)

Po jej integrovani dostivame pre napitie na kondenzatore uc(t).

ue(®) = 7 [ —ue(o)] de

Po prevode do Laplacovej transformacie dostavame:

Ue(s) = = W(S) = Ue(s)]

Napitie na odpore:
Ur(s) = U(s) = Uc(s)
Prud tecuci obvodom dostaneme zo vstupu integratora:

I(s) = sCU.(s)

2 RC Circuit, https://sites.google.com/site/bece3fin17/home/rc-
circuit?tmpl=%2Fsystem%2Fapp%2Ftemplates%2Fprint%2F&showPrintDialog=1
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2.2.2Priklady na precvicenie

Podobnym sposobom mézeme vyriesit’ obvody s paralelnou kombinaciou prvkov R a C:

-

-

H:I*T
'U,m R, ‘U)(s]

R, F(s) = R, + sCR¢R,
(R, + R,) + sCRR, %)= (R, + Ry + sCRyR,

alebo s paralelnou kombinaciou prvkov Ka L

F(s) =

SLR R,R, + sLR
F(S) — 2 F(S) — 1422 2
R,R, + sL(R, + R,) R,R, + sL(R, + R))

2.3 Prechodové deje v RCL obvode

2.3.1 Sériovy RLC obvod

Prenos sériového RLC obvodu

Paralelny a sériovy RLLC obvod je zakladnou cast’ou kazdého elektronického oscilatora.

I R 5
{1 YY\»
u u &
R L
U > » == u
[
Vobvode su dva zisobniky energie — elektromagnetickej v cievke a elektrostatickej

v kondenzatore. Ide teda o sustavu II. radu. Pri analyze sériového RLC obvodu si véimame:

e ¢iobvod je nekmitavy, alebo kmitavy,

e ak je kmitavy, aky je prekmit a frekvencia kmitania-

V obvode zadefinujeme vstupnu veli¢inu, vystupnu velicinu a ndjdeme medzi nimi h'adany prenos
aplikujac prvy a druhy Kirchhoffov zakon a Ohmov zakon. Pri zostavovani rovnic vyuzivame
zakonitosti medzi napatim a praidom na jednotlivych prvkov R, L, C. Zapis zakladnych rovnic
obvodu — aplikujeme druhy Kirchhoffov zakon (KZ) pre napitie v slucke:

u®) = u (0 + ug(®t) + uc(t)
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Dosadime za napitia:
di(t) 1 (¢
L——+Ri(t) += | i(r)dTt =u(t
Tt RIO | i@dr=u(®
Je to diferencialno-integracna rovnica, neda sa riesit’ jednoduchymi metédami.
Vykonajme rieSenie v Laplaceovej transformacii . Sucet napiti v slucke podl'a II. KZ je:

U(s) = Up(s) + Ur(s) + Uc(s)

Po dosadeni a uprave:

LsI(s)+RI(s) +i1(s) =U(s)
sC

s?LC +sRC + 1 () = U
< C > (s) =U(s)

odkial pre prenos medzi vstupnym napatim a pradom dostavame:

Is) sC

F = =
1) =0 " TesT 7 RCs + 1

Odtial’ vypocitame prud I(s) = F;(s).U(s) a s pouzitim vzorcov:
1
Uc(s) = EI(S) Ur(t) =R I(s) U, (s) = Lsl(s)

vypocitame prislusné napitia na jednotlivych prvkoch obvodu. Tak dostaneme prenosy:

Uc(s) 1 I(s) _ 1

F = S =
<) =Ty T5CUGs) L2+ RCs+1
Fo(s) = Ur(s) sCR
RS = (s) LCs2+ RCs+1
U (s s?LC
FL(s) = L(s)

U(s) LCs? + RCs+1

Podl'a toho, na ktorom prvku volime vystup, dostavame pre jednotlivé prenosy:

e F.(s) predstavuje proporcionilnu sustavu 2. radu
e Fp(s) predstavuje detiva¢nu ststavu 2. radu

e F;(s) predstavuje detivacnu ststavu 2. radu s derivaciu 2. ridu

Pozn.: Najvhodnejsie je zapisovat’ prenos tak, aby absolutny clen v menovateli bol = 1,
potom ziskany prenos mézeme porovnat’ so standardnym tvarom prenosovej funkcie:

1
F(s) =
izs2 +Es +1
(Or ®o
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Vo vsetkych pripadoch j menovatel' prenosovej funkcie e rovnaky, co plati vSeobecne — pre
uzavreté elektrické obvody plati, Ze prenosova funkcia v obvode vzhlI'adom na hociktory prvok
obvodu ma rovnaky menovatel, ale r6zny polyném citatel'a. Podobné tvrdenie plati aj v uzavretej
blokovej schéme.

Prechodové deje v obvode st dané polohou pélov menovatela. Kedze v nasom pripade ag = 1,
porovnanim koeficientov polynému menovatela so standardnym prenosom

) 1 ) 2d
S LC+SRC+1=—ZS +—s4+1
(Oh) wWo
dostavame:
1 1

LC=—, tj @g=—; 2d R |C
2 — ial _ — —
Wy VLC RC = @y’ odkial d > |

Podl'a hodnoty d mézeme priamo urdit’ zakladné vlastnosti obvodu a posudit’, ¢i ide o kmitavy
alebo nekmitavy obvod.

Poly prenosovej funkcie mozeme priamo v rieSenim kvadratickej rovnice menovatela:

S2LC+SRC+1=0

R L
Podl'a hodnot parametrov a na zaklade vzt'ahu pre d= > , G a Tab. 1.1, mézeme zapisat’

modifikovant tabulku® 1.2.

Tab. 1.2 Vlastnosti sustavy IL. radu v zavislosti od velkosti timenia d

Tlmenie Vzt’ah Podmienka Poly

R? 1 L Dva rozne realne poly
d>1 > 7= R>2 — nekmitava sustava

N
bq
N
bq
a
O

d=1 R? _ i R—2 £ Dvojnasobny pdl p;, = —ZR;L
412 ILC - TJc — aperiodicky priebeh
R2 1 L Dvojica komplexne zdruzenych
0<d<1 — < — R<?2 |[= polov
2 .
4L LC c — kmitava sustava

Vlastnosti obvodu teda zavisia od hodnot parametrov jednotlivych prvkov.

Napr. pre prenos napitia na kondenzatore:
1
s2LC + sRC +1

Fe(s) =

3 Step response of series RLC circuit - output taken across capacitor,
http://www.ece.sunysb.edu/~oe/Leon/ESE271S13/Lecture23.pdf

7
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v okoli rezonanéného prevysenia priebeh amplitidovej a fazovej logaritmickej charakteristiky zavisi
od hodnoty odporu R : ¢im je hodnota odporu mensia, tym je v iom menej strat energie a tym
trvalejsie su kmity).

Step Response Bode Diagram
e A
AN m| 8° N
R Y
NIAAUATTANE =
St WV = —
0.6 \\4 \/ T 45 —2.'2__
n_4J \ %-gn AN BB : ;2R;
ol S R et k\& |
%2 ooz ooos o006 0008 001 “13201 .102 — 103 1? 10°

0
Time (secands) Frequency (radfs}

Simula¢ny model RLC obvodu

Simulaciou prenosovej funkcie dostavame informaciu iba medzi vstupom a vystupom obvodu. Ak
chceme zistit’ aj chovanie sa inych velicin v obvode (prudy vo vetvach obvodu a napitia na
jednotlivych prvkoch obvodu), pouzivame simulacny model. Tento vieme zostavit’ v casovej
oblasti, alebo v Laplaceovej transformacii, pricom oba sposoby su, samozrejme, ekvivalentné.

Postup pri zostavovani simulacného modelu nie je jednoznacnou dlohou. Zavisi od toho, ako
zvolime vychodzie rovnice. V nasom pripade tu aplikujeme zakonitosti pre elektrické obvody, ako
su Kirchhoffove zakony a Ohmov zakon. Nakoniec vsak ale aj po aplikacii pravidiel blokovej
algebry dospejeme ku jednoznacnému vysledku, rovnakému simula¢cnému modelu.

Na nasledujicom priklade si ukazeme si u dva sposoby zostavenia simulacného modelu pre RLC
sériovy obvod.
Podra II. Kirchhoffovho zakona pre napitia v slucke obvodu plati:
ug(t) + uy () +uc(t) = u(®)
Po dosadeni za napitia dostavame derivac¢no-integralnu rovnicu:
Ri(t) + L@ +lf i(t) dt = u(t)
dt C

ktort nevieme riesit’ a preto v rovnice hfadame nahradu integralu. Tento nahradime napatim na
kondenzatore:

duc(t)
dt

% f i(t) dt = uc(t) odkial’ derivaciou dostaneme: i(t)=c¢C

¢im dostaneme:

d? d
Ztcz(t) + RC u;t(t) + uc(t) = u(t)
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Vyjadrime najvyssiu derivaciu a rovnicu budeme postupne integrovat’:

d?uc(t) 1 duc(t)
d—tcz=ﬁlu(t)—RC C;’t —uC(t)l /fdt
duc(t) _ dzuc(t)
a ) Tae fdt
uc(t) = du;t(t) dt

Z tychto troch rovnic zostavime schému pre simulaciu. Vstupom do schémy je napitie u(t) (moze
byt’ jednosmerné i striedavé), vystupom napitie U (t) na kondenzatore.

Ostatné veliciny elektrického obvodu ziskame aplikaciou Ohmovho a Krichoffovych zakonov,
prip. zo vzt'ahov popisujucich prvky L a C:
duc(t)

dt

i(t)y=20¢C

duc(t)

kde derivacia je znama v blokovej schéme.

Ak poznime prid, vieme vypocitat’ ibytok napitia na odpore: ug(t) = R i(t).

. . . . . . ., , di .
Ziskanie napitia na indukénosti by si vyzadovalo derivaciu pradu u;(t) = L d_; . P1i tvorbe
blokovych schém sa podl'a moznosti snazime vyhnit’ pouzitiu derivaéného bloku a tak to obideme
pomocou II. Kirchhoffovho zakona pre napitia v slucke:

u(t) = u(t) — ug(t) —uc(t)
Ziskanu simula¢nd schému moézeme napajat’ ako signalom jednosmerného napitia (napr. odozva
na jednotkovy skok napitia — prechodova charakteristika), tak aj striedavého napitia (s konstantou

frekvenciou, premenlivou frekvenciou, obdiZznikovym napitim a pod. a tak overit’ napr. fizovy
> P ) vy vy
posun medzi vstupnym a vystupnym napitim, frekvencné a filtracné vlastnosti obvodu).

: I Ug

T I N :D
>+ - > 0 _ >
ﬁ i auo uc Ve ’
s B UL u
Iny postup pri zostaveni simulacného modelu
VyuzZijeme suvis medzi napitim a pridom na di(t)
. . . . . t) =L——=u(t) — ug(t) —uc(t
indukc¢nosti a II. KZ v obvode, ¢o predstavuje u (1) dt (©) r(D) c(®
DR I ridu, ktorej rieSenim dostaneme prud i(t).
Napitie na kondenzatore dostaneme riesenim duc(t) 1.
=< i(0)
dt C
Napiitie na odpore uréime z Ohmovo zakona: ug(t) = Ri(t)

Tym mame zname vSetky elektrické veliciny v obvode.
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Schéma simulacného modelu RLLC sériového obvodu je nasledovna:

A(s) Uy (s) 1 Uc(s)

1
Ls

Uved'me niektoré vysledky simulacie v Simulinku — Bodeho LFCH a PrCh pre proporcionalnu
sustavu 2. radu F¢(s), derivacnu sastavu 2. radu (s derivaciou 1. radu) Fi(s) a derivacnu sdstavu 2.
radu s derivaciou 2. radu F; (s).

Bode Fo(w), F, (w). Fglw) Step F(s)
20 '1 T 2 T
Fe(s) = et Fals) = R ___
10} s2LC + sRC + 1 s F20) =773 2 /\
tRCs+1|  §
N
; X IV ERVAR
)
Z
3 -10 0 |
2 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
s -20
g Stop F (s)
= gL . . .
" 0.2
-40 3 b
| g 0 R
180 i e .
S \ -0-2 1 ] ]
%0 \ 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
'§ Step F (s)
5 0 1 T T
2 \
8 @ \ “Ia
o 2 ol AN L=l L
-80 g \ 4 N - =
v
-180 1 | | |
108 104 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Frequency (rad/s) Time (seconds)

Napijanie RLC obvodu striedavym napitim

Po pripojeni obvodu na harmonicky priebeh vstupného napitia u(t) = sin @t na jednotlivych
suciastkach obvodu dochadza ku fazovému posunu medzi pradom a napatiami, ktory sa s¢itava a
dava vysledny fazovy posun medzi napajacim napitim a pradom zdroja, resp. medzi vstupnym
a vystupnym napatim.

ug(f) vofizes i(f)  wy(?) predbiehai() u(?) zaostivaza i(2) U:\‘j\
—_L S | B U
. B %‘UR
SR T W AN V SR — AV A

I U

10



V. Fedak

Modelovanie elektromechanickych systémov

KEM FEI TUKE

Tab. 1.4 Fazovy posun pri prietoku pradu cez prvku R, L, C

Napiitie na rezistore

Napitie na cievke

Napitie na kondenzatore

je vo faze s pradom

predbicha prad o +90 °

zaostava za pradom o 90 °

velkost” nezavisi od

vel'kost” je priamo umerna

frekvencii, lebo U, = jo L 1

vel'kost” je nepriamo umerna

.. 1
frekvencii, Us = — 1
joC

frekvencie
U, ‘\c-)
® A
\ ‘\(-)

—_—— 90° I

\{
Uc

Vysledny fazovy posun je dany vektorovym sictom napiti na jednotlivych prvkoch a teda zavisi
od frekvencie napajacieho napitia. Tato zavislost’” amplitudy a fazy od frekvencie je vyjadrena
pomocou Bodeho logaritmickych frekvenénych charakteristtk (LFCH): amplitddovej (ALFCH)
a fazovej (FLFCH).

UR
lJL
‘ : @07 +
e U predbiehaU

L R

I U " )
P 180°| '; > R
L (0°)

\. /
= /

T UC 2aostava za UR

Animacie: *

Po pripojeni RLC obvodu na zdroj striedavého napitia, na odpore bude napitie vo faze s pradom,
na induké¢nosti predbieha prad (a napitie na odpore) o +90 © a na kondenzatore meska (o -90 °)
za prudom (a teda aj napitim na odpore). Vel'kost’ napitia na odpore, indukénosti a kondenzatore
pri danej frekvencii @ zavisi od velkosti odporu, indukénej a kapacitnej reaktancie:

1
Xc(o) =—

R, X;(jo) = joL,
(o) = jo JjoC

R-L-C Serial Circuit, https://javalab.org/en/rlc serial circuit en
http://www.phy.hk/wiki/j/FEng/RI.C/RLC js.htm
iné animacie: https://javalab.org/en/category/electricity en/ac tlc en
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Modelovanie elektromechanickych systémov

KEM FEI TUKE

V zavislosti od frekvencie sa menia vel'kosti napiti a tym padom vznika vysledny fazovy posun
medzi napajacim napitim a prudom.

Frekvencia nizsia, ako rezonancna: rovnaka, ako rezonancna: | vyssia ako rezonancna:
napajacieho < _ >
napitia = O = Oo = O
Amplituda
e |UL| <|Uc| |UL| = |Uc| |UL| > |Uc|

' U
Vektorovy ] T 5 -
diagram ] — |

u__l U=U

Charakter kapacitny, ¢ <0 odporovy, ¢ = 0 induktivny, @ > 0
obvodu

Zmenou indukénosti alebo kapacity moézeme teda menit’ rezonanénu frekvenciu. Sériovy
rezonancny obvod ma pri rezonancénej frekvencii najmensiu impedanciu a najvacsi prad.
V rezonancénych sériovych RLC obvodoch nas zaujima tzv. ¢initel” kvality, ktory je definovany

2 1 |L ol 1

C=3 R J|C™ R “Rag

Cim ¢initel’ kvality ma vy$siu hodnotu, tym obvod je menej timeny.

Z toho vyplyva, ze ¢im vicsia je hodnota sériovej rezistencie, tym nizsia je hodnota Q.
Prenos RLC obvodu vzhl'adom na vystupny odpor:

Ur(s) SRC

U(s)  s2LC + sRC + 1

z hl'adiska filtrovania signalu predstavuje tzv. pasmovu zadrz, ktora prepusta urcité pasmo
frekvencii (podrobnejsie vysvetlenie bude neskor).

Fr(s) =

Hrani¢na frekvencia je definovana pri poklese na hodnotu 0,7 maximalnej hodnoty
(presne V2/2 = 0,707). Tomu zodpoveda amplitida v dB

V2
Az = 2010g0,7 = ZOlogT = —3dB

Sirka prenasaného frekvencného pasma je vyznacena na amplitidovej logaritmickej frekvencnej
charakteristike.

Bode F(jw)

0
4+
a 6
§ 8
T 101
g
=S 12
s
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2.3.2Sériovy RLC rezonanény obvod®

Impedancia sériového obvodu RLS je:

1
Z(s)=R+sL+—
sC

Pre s = jw je impedancia obvodu:

1 1
7(io) =R+ jolL +—==R+jlolL ——
(o) J joC j ]( )

oC
| >
\ 2 X0
". ’\Y = L —Z)\ \" \
doul TR
R sl -
(@)
R e
“A ‘
XLo” o
- v ~—
or 7 ——
¥ (b) i —
'\\ 0 7_—7.:_,——' f
v -~ [‘ (: _/\(‘ )

Z vektorového suctu napiti v obvode vyplyva:

U1 = [0+ W, - 0 = IR (= %)

Pri jednej, tzv. rezonancnej frekvencii sa v tomto obvode vyrovnava kapacitnd a
induktivna reaktancia a rezonanény obvod sa pri tejto frekvencii chova ako ¢inny odpor. Stav
obvodu, ktory nastane pri rezonancnej frekvencii, sa nazyva rezonancia.

Pri rezonancnej frekvencii (@ = @y) sa indukcna reaktancia (induktancia) rovna kapacitnej
reaktancii (kapacitancii):

B

(DoL =

a

)
Odtial’ dostavame vzt'ah pre rezonanc¢nu frekvenciu:

1

Oy = —
VLC
Impedancia obvodu je pri rezonancii najmensia preto prad pretekajuci obvodom preto v tomto
stave je maximalny. Prenos prudu dostaneme z prenosu napitia na odpore,

5 Rezonanény obvod, https://sk.wikipedia.org/wiki/Rezonan%C4%8Dn%C3%BD_obvod
13
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_ Ur(s) SRC
Fr(s) = U(s) s2LC+sRC+1
KedZe I(s) = Ugr(s)/R:
Fi(s) = I(s) Fgr(s) _ sC

UGs) R  S2LC+sRC+1
Pres = jo

[(jo) joC

UGo)  (1—w?LC) + joRC

Fi(jo) =

. .. 1 ., P
Pri rezonancii @§ = o> ¢im po dosadeni dostaneme

1

Fi(joo) = R

teda sériovy obvod ma pri rezonancii najnizsiu hodnotu impedancie rovnu hodnote odporu R (prad
v sériovom rezonancnom obvode pri rezonancii je obmedzeny iba velkost'ou odporu R). Preto sa
sériovy rezonancny obvod vyuziva tam, kde pti rezonancii potrebujeme dosiahnut’ maximaln

prad. Ak amplitida napitia U a prvky R, L, C budd nemenné, amplitida pradu I a fazovy posun ¢
budu zavislé len od kruhovej frekvencie w vonkajsicho zdroja napitia, o com (t.j. o amplitade a
taze) informaciu dostaavame z logaritmickych frekvencnych charakteristik.

Fazovy posun medzi vstupnym a vystupnym napatim pri harmonickom napédjani zavisi od
frekvencie napajacieho napitia. Na nasledovnom obrazku st ¢asové znazornené priebehy v troch
r6znych bodoch logaritmickej frekvencnej charakteristiky pre prenos napitia na kondenzatore
(proporcionalna kmitava sustava).

N Ecde Dlagram w1="1000 radrz

£0
systzm FC&
Fr:l:]u:m:g.I imdrs) 1: 02
Megnitude (EE]: 0E M'S] 24

Mlagmitude (0B 10.1

[

Eysiem:FC —1ma fraen
an Frequency [mdis): 1= Ime [s2Conds
== Misgnitude [HE): -19.2

Mlagnitude {d B

=20 P PE— 1 d 0.005 0.01 0.015 0.02
im

w =300 radis

4
Amplitack:

— -45 3 i
g-" Timz [s2conds .:I-:
= W 10000 radis

a 2D T T
2 A 7\
o \ IIIIII "l.

A L

A - u, | oA
10F 10F 1 1 L -1 5 2
Fraguancy (rads Im [52Conds he

Fazovy posun medzi vstupnym a vystupnym napatim pri harmonickom napajani roznou frekvenciou

Vol'be bodov v LFCh vykoname tak, Zze volime charakteristické hodnoty, napr.:

e pri nizkych frekvenciach: zosilnenie A~0 dB, faza ¢ ~0°,
e prirezonanc¢nom prevysent: A dosahuje maximum; @ = —90°,
e na klesajucej casti charakteristiky: A=-20db~0,1; @ —>—180°.
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2.3.3 Paralelny RLC obvod

Paralelny RLC obvod je presnym opakom sériového obvodu. Vzhl'adom na to, Ze je dudlnym
obvodom ku sériovému RILC obvodu, platia vSetky z predchadzajicich konceptov a postupov pri
odvodeni rovnic.

Analyza paralelnych RLC obvodov je analogicka analyze sériovych RLC obvodov. Miesto toho,
aby pre komponenty obvodu bol spolo¢ny prud, teraz pre vsetky impedancie je spolocné napitie,
takze musime najst’ jednotlivé vetvové prady tectuce kazdym prvkom. Paralelny RLC obvod je

napajany zdrojom prudu.
i iR YL J’jc
ul|R L C

i

Celkovy prad odoberany zo zdroja nebude jednoduchym (skalarnym) matematickym stuc¢tom troch
jednotlivych vetviacich pradov, ale ich vektorovym stctom pozostavajicim z troch castl: prad
pretekajuci rezistorom ig, prud induktorom iy a prid kondenzatorom ig:

A

Rovnako, ako sériovy obvod RLC, aj tento obvod mozeme vyriesit' pomocou fazorovej alebo
vektorovej metddy, ale teraz bude mat’ vo vektorovom diagrame ako referenciu napitie s troma
pradovymi vektormi zakreslenymi vzhladom na napitie (na realne j osi). Amplitdda pradov
tecicich indukcénost’ou a kondenzatorom zavisi od frekvencie striedavého pradu, ¢o nam vyplyva
aj z nasledovnej tabulky (na d’alsej strane).

Z pradového trojuholnika m6zeme pomocou Pytagorovej vety urcit’ celkovy prad vtekajuci do
obvodu:

> =15+ (I, — I¢)?

odkial’ velkost’ prudu po dosadeni za jednotlivé pradu a dprave dostaneme: X

2

I—U1+<1 1>_U
- Rz \Xx, X.) Z
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V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE
Frekvencia nizsia, ako rezonancna | rovnaka, ako rezonan¢na | vyssia ako rezonancna
nap?)gaeho 0 < O O = O 0 > 0y
napitia
Impedancia 1X1| < |Xc] |X1| = 1Xc] | X1 > |Xc]
Amplitada
et 12l > || el = || 12l < lIc|

e 11c e
p N\ In U I A . |
Vektorovy U 1, . » Zl
diagram S Ig Uu 1.
A\
vl vl
Charakter : . co L
induktivny, ¢ > 0 odporovy, ¢ = 0 kapacitny, ¢ < 0
obvodu
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V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Simula¢ny model paralelného RLC obvodu
Podra I. Kirchhoffovho zakona prid v obvode je dany suc¢tom pradov jednotlivych vetiev:

i(t) = ig(t) +i,(t) + ic(t)

z()——+ f (t)dt +

¢o opit’ predstavuje integralno—diferencialnu rovnicu, ktora analytlcky nevieme vyriesit’.

()

Preto, podobne ako pti sériovom RLC obvode, miesto integralu % [ u(t) dt napiseme iba prad
i1 (t), ¢im dostaneme diferencidlnu rovnicu 1. ridu
du(t)
=i(t) =i (t) —ig(t
i -1, 0 - &®
Na vystupe integratora dostaneme napitie u(t) na prvkoch obvodu. Z neho vieme uréit’:

dl(t)

C

e prid tecuci indukénost’ou: u(t) =L—=

e aprud tecici odporom g (t) = %

a tym mame urceny matematicky model paralelného RILC obvodu. Jeho simula¢ny model je:

Ig (s) @
U(s)

Io@) J 1 1 Iy &)
Cs Ls

Prenosové funkcie dostaneme I'ahko riesenim v Laplaceovej transformacii:

1 1
1(s) = Io(s) + I, (s) + Ic(s) = U (E F+ sc>

Odkial’ po uprave:
L
ues) _ SR
1) Lesz + s%+ 1

Fy(s) =

Prenosova funkcia medzi pradom te¢ucim cez odpor a vstupnym pradom:
Iz (s) sL

I(s) LCsZ+sL/R+1
Prenos vzhl'adom k pradu kondenzatorom:

I(s) s2LC

I(s) LCs2+sL/R+1

Fr(s) =

Fe(s) =

Prenos prudu indukénost’ou:

Ip(s) 1
I(s) LCs?+sL/R+1

Fi(s) =

17
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2.3.4Paralelny rezonan¢ny obvod

Admitancia obvodu je:

Y(s) ! 1+C
s—R TS

pre s = jo

_ 1 1 1 1
YU@)=E+H+]O)C=E+](O)C—E)

Pri rezonancii je imaginarna ¢ast’ rovna nule, odkial’ rezonanc¢na frekvencia je:

1

Wy = —
™ VIC

Impedanciu obvodu dostaneme z prevratenej hodnoty admitancie:
1 JoLC

YU (1 - 2L0) +jog

Pri rezonancii je impedancia (odpot) obvodu najvicsia: Z(jwg) = R a preto pri rezonancii tecie
paralelnym RLLC obvodom najmensi prud.

Z(jo) =

Pri paralelnom RLC obvode je ¢initel kvality definovany podobne

C_R __ ..
L oL 0

ISH NN

Q==-=R

Voci sériovému obvodu ide vlastne o prevratené hodnoty zlomkov.

Cim niZ$ia je paralelna rezistencia, tym viac bude vplyvat’ na timenia obvodu a teda tym mensia je
€ep > Iy plyv ym ]
hodnota ¢initel'a Q. Zavislost’ od velkosti odporu R a kapacity C je uvedena na grafe? Cim nizsia
p p ] gr
je paralelna rezistancia, tym viac bude vplyvat’ na timenia obvodu a teda tym mensia bude hodnota
¢initel’a kvality rezonan¢ného obvodu Q.

Pre rychly vypocet parametrov obvodu pozri kalkulator®

| . -
Z(Q) r =300 2 R = 300 Q z(Q)|e(°) R =300Q
400} L = 100 mH F—L=100mH—0y L =100 mH
C =10 pF C =10 pF = C=10pF
R = 150 @ )
50 mH

L=E
—300 M C=20pF —
—200
R=100Q R =300 Q \V ,
L = 100 mt L=25mH Z(Q)
C = 10 pf C = 40 pF

\ [

R =500 g T ~100

» 100 mH / \ f 159.2 Hz \

C = 10 pF P~~~

T / \\
4 '\\ 0 100 A\ 200 300 7 (sz
; e ——— v
\ é Lol w(c)
0 100 £ 200 300 f(HzV) f 159.2 Hz
I el l -100 |

Parallel RLC Circuit Impedance Calculator, https://www.translatorscafe.com/unit-converter/en-
US/calculator/parallel-ric-impedance/?R=inf& Ru=ohm&L=1&Lu=mH&C=0&Cu=mcF&f=1&fu=kHz
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V. Fedak

Modelovanie elektromechanickych systémov

KEM FEI TUKE

Z uvedenych zaverov RLC sériového a paralelného obvodu vyplyva ekvivalencia velicin

a parametrov:

Sériovy RLC obvod Paralelny RLC obvod
Napitie U Prad I
Odpor R Vodivost’ G = l
R
. 1 1 .
Reaktancia X, =joL Xc= ]co_C Susceptancia| BL = H Bc=joC
I danci Z(o) =R+ X(o) |Admi i Y(o) ! ! + B(jo)
m nci = mitanci = = —
pedancia (o (o ancia o) ZGo) R )

2.4 Zostavovanie simulacnych modelov elektrickych obvodov

V predchadzajicom sme pri sériovom a paralelnom obvode RLC uviedli zakladné principy
zostavenia simulacnych modelov. Uvedme este nickolko prikladov na zostavenie simulacnych

modelov elektrickych obvodov.

V kazdom pripade sa snazime vyhnuat pouzitiu integralu v zakladnej rovnici popisujicej obvod a
preto miesto zapisu integralu

1
i,(t) = zfu(t) dt

zapisujeme iba prud indukénost’ou i (t). Po vytieseni prudu teciceho kondenzitorom ziskame
toot napatie pomocou integratora.

Pouzité oznacenie? pri rieSent je kvoli rychlej orientacii vhodné oznacovat’, k comu sa dana rovnica
vzt'ahuje. Napr. rovnice pre slucky oznacime S1:, S2: , ... ; pre uzly Ul: , U2: ; pre vetvy V1:, V2:
; pre kondenzatory Cl: , C2: , pre induk¢nosti L1: , L2: | pre odpory R1:, R2: .
Skratka pre I. a II. Kirchhoffov zakon: I. KZ: | II. KZ: ; Ohmov zakon — OZ:

Priklad 1

Zostavit’ simula¢ny model obvodu:

1

R,

L(s)

h(s)

U(s)l

— =

S1

£(s)

L

:lUC(s)
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Zakladné rovnice pre ziskanie simulacného modelu:

St: Ri1(s) + sLI;(s) = U(s) Odkial sLI;(s) = U(s) — R 11(s)
52: Ry, + U, —sLl, =0 R,1,(s) = —U,(s) + sLL,(s)
1L KZ L=L+I
c Ue(s) = —=1p(s)

sC

Simula¢na schéma analyzovaného obvodu v Simulinku (jednotlivé obvody st pre prehladnost’
zakreslené réznymi farbami):
I 1 Uc
-, 1IR2 > ol >
12 Uc

j . SLIL LL IL

Priklad — domaca tloha

Zostavit’ simula¢ny model nasledujuceho obvodu:

2.5 Dodatok

2.5.1 Deli¢ napitia
Nezat’azeny delic: (I, = 0)
o U U
Ri{+R, Ry R,
U, R,
U Ri+R,
Analogicky je postup v pripade, ak miesto odporov su impedancie
F(s) = Uz(s) Z,(s)

U(s)  Z1(s) + Z2(s)
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Zat'azeny deli¢ (I, # 0) — ku vystupu je paralelne pripojena zazt'aznd impedancia-
Miesto Z5(S) je paralelna kombinécia:
Z,(s).Z(s)
Zy(s) + Z(s)
co vplyva na zmenu prenosovych vlastnosti obvodu a tym
padom aj na jeho dynamiku:
Ux(s) Z,(s)1Z(s)
U(s) Zi(s)+Zz(s)]1Z(s)

Z,(s)1Z(s) =

F(s) =

Kalkulacka pre vypocet prvkov delica’.

Domica uloha: vypocitat’, ako sa zmenia pomery v obvode RC ak paralelne ku kondenzatoru je
pripojeny zat’azny odpor R,.

2.5.2Prevod hviezda — trojuholnik

V niektorych pripadoch sa v zlozitejsich elektrickych obvodoch moze vyskytnut’ zapojenie do
trojuholnika, ¢im by sme nemohli dalej zjednodusovat’ obvod. Zapojenie impedancii do
trojuholnika vSak mozno nahradit’ zapojenim vhodnych impedancii do hviezdy a naopak, ina¢
povedané: impedancie zapojené vo hviezde (Y) mozno nahradit’ ekvivalentnym zapojenim do
trojuholnika (D) a naopak.

Zapojenia do hviezdy a do trojuholnika st ekvivalentné® vtedy, ak napit’ovy zdroj pripojeny k tym
odpovedajucim svorkam dodava ten isty prad. T4to situacia je nakreslena na obrazku:

va\

o
]

| C

Odvod'me ekvivalentné hodnoty rezistorov, ak su zname hodnoty v jednom zapojeni (riesenie je
obojstranné). Pre prid tecuci do zapojenia v trojuholniku dostavame podl'a Ohmovho zakona:

| = U B U
RII(R, +Ry)  RiR +RR;
R, +R, +R;

kde znak | | oznacuje paralelné zapojenie rezistorov. Tento prud musi byt’ rovnaky pri zapojeni do
hviezdy?

7 AC Voltage Divider, http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/electric/vdivac.html

8 http://kf-lin.elf.stuba.sk/~ballo/STU _online/Fyzika%2011/9%20kapitola/prevod.htm
https://www.butkaj.com/fyzika2?id menu=570&id sub=128&id left=505
https://en.wikipedia.org/wiki/Y-%CE%94 transform

21



file:///D:/__2021/_MSE%20LS%2020-21/2_Prednášky/Pr.01,2,3_Dynamické%20vlastnosti%20sústav/AC%20Voltage%20Divider,%20%20http:/hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/electric/vdivac.html
http://kf-lin.elf.stuba.sk/~ballo/STU_online/Fyzika%20II/9%20kapitola/prevod.htm
https://www.butkaj.com/fyzika2?id_menu=570&id_sub=128&id_left=505
https://en.wikipedia.org/wiki/Y-%CE%94_transform

V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

U

= = .
R12+R13

Z rovnosti pravych stran oboch rovnic) vyplyva rovnica ekvivalencie zapojenia:

RlRZ + R1R3
R, +R,+R, R +R,+R,

R12 + R13 =

odkial’ vyjadrime prevodové vzorce zo zapojenia v trojuholniku na zapojenie v hviezde:
_ R1R2
R, +R, +R,
_ R1R3
R, +R, +R,
R2R3
R, +R,+R,

12

13

23

Opacny prevod hviezda — trojuholnik dostaneme z rovnic, ak z nich vyjadrime Ri, R, Rs:

Ri2R33 + Ry3R13 + RizRy3

R, =
' Riz
_ RizRy3 + Ry3Ri3 + RipRy3
R, = R
23
R. — Ri2R73 + Ry3Ry3 + RipRy3
’ Ris

Podobnym sposobom mozno prepocitat’ aj impedancie z jedného zapojenia na druhé. S ohl'adom
na zjednodusenie vypoctu je vyhodné pouzit’ riesenie v symbolickom MATLABe (instrukciu
solve). Spravidla vSak vychadzaja zlozitejsie impedancie.
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POUZITA A ODPORUCANA LITERATURA
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https://cookierobotics.com/010
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[9] Analyzing the Response of an RLC Circuit

https://nl.mathworks.com/help/control/ug/analyvzing-the-response-of-an-rlc-circuit.html
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