V. Fedak Modelovanie a simulacie v elektrotechnike KEM FEI TUKE

Pr. 4 PRENOSOVE FUNKCIE VIACSLUCKOVYCH
ELEKTRICKYCH OBVODOV

V tejto kapitole sa budeme zoberat’ problematikou zostavenie prenosovych funkcif zlozitejsich, viacsluckovych
elektrickych obvodov, kde vyuZijeme dve metédy, ktoré mozno Fahko algoritmizovat’ a tym padom pre vipocet vyuzit’
vypoctovu techniku.

1)  Metédu slu¢kovych prudov (MSP)

2)  Metédu uzlovych napiti (MUP)

1 Metoda sluckovych prudov a jej aplikacia pre vypocet
prenosovej funkcie obvodu

Princip metédy spociva v definovani nezavislych slucieck obvodu a zostaveni prislusnych rovnic podlPa II
Kirchoffovho zdkona. V pripade zloZitejsich obvodov (najmi takych, ktoré nie su planarne (ktoré sa nedaju nakreslit’
bez toho, aby sa v nich nekrizili aspon dve vetvy) je potrebne pre definiciu nezavislych sluc¢iek vyuzit’ tedriu grafov.

— . uzly

r/ l‘

Pocet linearnych nezavislych rovnic mozno stanovit’ podla vzorca
n=v—u+1-N;
kde v je pocet vetiev obvodu, n — pocet uzlov, IN; — pocet zdrojov prudu v obvode-

Prady tecuce jednotlivymi vetvami obvodu mézu, ale nemusia byt totozné so slu¢kovymi pradmi: prud vetvy je dany
suctom sluckovych pradov, ktoré (sluckové prady) prechadzaju danou vetvou:

slugkowvy

sluckowy
proid

prod
R,

A prid vo vetve

V kazdej slucke obvodu plati:

(suma imedanciiv slucke) . I(s) = suma napitovych zdrojov
kde impedancie v pasivnom elektrickom obvodu v Laplaceovej transformacii su:
pre indukénost’ Z;, (s) = Ls, pre kondenzator Z(S) = % a pre odpor Zp(s) = R.

Potom napitia na prvkoch v slucke su:

Uy(s) = Ls I(s) Un(s) = RI(s) Ue(s) = = 1)

V obvode hPadame prenosova funkciu medzi vstupnym napitim a napitim na l'ubovol'nom prvku.
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Priklad: Uvazujme dvojsluckovy obvod podla obrazka:
R, R R, R;

¢ ! Ufs) 2 Ls)

— — l I
\ \ - sC |+
nit) f/:) = L \ ¢ wultii(s) sL ﬁ
0 o—/ ‘—r/ - -
L Lt L(s) - Ifs

) —

Hradiame prenosovi funkciu medzi vstupnym a napitim na kondenzatore (vystupnym napatim):

. Uc(s)
T U(s)

Pre jej odvodenie pomocou metddy sluckovych prudov postupujeme nasledovne.

F(s)

1) Zadefinujeme nezavislé slucky v obvode. Pocet slucieck odpoveda poctu ziskanych rovnic, z ktorych sa
vypocitaju sluckové prady.

I—

2) Zvolime smer sluckovych pradov. Ak v slucke sa nachadzaju vetvy, ktoré st spolo¢né pre viac sluciek a tecie
v nich viac sluckovych pradov, ubytok napitia bude dany algebrickym sictom dbytkom napiti od jednotlivych

sluckovych pradov.

e akje vo vetve iba jeden sluckovy prud, rovna sa prudu vo vetve a ma aj rovnaky smer,

e 2k su vo vetve sluckové prady s rovhakym smerom, prud vetvy tecie v rovnakom smere a bude dany
b

suc¢tom oboch vypocitanych sluckovych pradov,

e ak smer dvoch slu¢kovych prudov vo vetve je opacny, vysledny prid je dany ich rozdielom a bude tiect’

v smere vic¢sicho pradu.
3) Pre kazdu slucku zostavime napit'ové rovnice podla II. KZ.
4) Tieto rovnice upravime tak, aby sme dostali diferencialne rovnice (vylucenim integralov z rovnic obvodu).

5) Ziskanu rovnicu (rovnice) riesime vzhl'adom na prad.

6) Ak st znidme prady vo vetvach, napitie na zvolenom prvku dostaneme aplikiciou Ohmovho zdkona a vyriesime

prenosovu funkciu.

Pre analyzovany dvojsluckovy obvod dostavame rovnice:

[Ry + Ls] I,(s) — LsI,(s) =U(s)
—LsI,(s) + [R +Ls+i] I,(s)=0
1 2 Cs 2

V tychto dvoch rovniciach st neznamymi prady I;(s) a I,(s).
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Vyriesime ich niektorou z metdd riesenia linearnych rovnic (tzv. metdd linearnej algebry):

1) metédou dosadzovania — zdlhavé riesenie, moznost’ omylov
2)  pomocou Cramerovho pravidla — rychle riesenie, mozno algoritmizovat’
3) pomocou inverznej matice — rychle riesenie, mozno algoritmizovat’

Sustava linearnych rovnic prepisana do maticového tvaru je:

R, + Ls —Ls

~Ls  Ry+Ls+—| LI 10
2 Cs
Teda
Z(s).i(s) = u(s)

kde Z(s) je matica impedancii obvodu i(s) je vektor sluc¢kovych prudov a u(s) je vektor napiti v sluckich obvodu.
Pre vypocet prenosu staéf vypoéitat’ prud cez vystupny prvok, v naom pripade je to prud I,(s).

Pozn.: touto metédou mozno zistit’ prudy vo vetvach, ak je v obvode zapojenych viac zdrojov.

Riesenie pomocou Cramerovho pravidla

Pre vypocet (druhého) pridu I, (s)vyrieseny pomocou Cramerovho pravidla nahradime druhy stlpec vektorom prave;
strany:

(Ry+Ls) U(s)
detZ detZ

I(s) = U(s)

kde det Z je determinant ststavy.
1
detZ = (R, + Ls) (R2 + Ls + c ) — (Ls)?

s
RieSenie pomocou inverznej matice
Skrateny zapis maticovej rovnice:
Z(s).i(s) =u(s) /Z71(s) zlava
Hradame vektor prudov potom je:
i(s) =Z71(s). u(s)

Poznamenajme, Ze pre maticu A:

_ [au a12]
Qz1 Q22
inverznd maticu vypocitame podl'a formuly:
1 _ 1 azz _a12]
detAl=q21 Q11

Pozn.: postup pri odvodeni inverznej matice je uvedeny v dodatku.

Konkrétne, pre nas pripad Z~1(s) bude:

1 1
R, +Ls+— Ls

Cs
Ls Ry +Ls

Z7(s) =

(R, + Ls) (R2 +Ls+ %) — (Ls)?

Vektor vystupnych pradov dostaneme:

o)=Y

Z tejto maticovej rovnice vyjadrime prad I, (s), ktory tecie kondenzitorom (vistupni impedancia).

Vystupné napitie (napitie na kondenzatore) potom podl'a Ohmovho zdkona bude:
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1
Uc(s) = Zc(s) Lo(s) = - 1> (s)
Vydelenim tejto rovnice dostaneme hl'adany prenos:
UC (S) _ 1 1
U(s) U(s) sC

S ohl'adom na to, ze sa tu vykonavaju vypocty s maticami obsahujice symbolické premenné (Laplaceov operator s
a parametre obvodu R, L, C, napitia, prudy), pre riesenie rovnic vyhodne vyuzijeme symbolicky pocet v MATLABe.

F(s) = I,(s)

Rychly sp6sob maticového zapisu rovnic viacsluCkového obvodu:

R; z R Uy
Uifss abl
J — - &Y r—
— [ T 1
1
iC l+
("H!C st S
v %
L(5) - 1(5) ‘\
~ J

Ak sa analyticky pozrieme na zfskanu linearnu sistavu rovnic:

[Ry + Ls] I,(s) — LsI,(s) = U(s)

1
—Ls I;(s) + [Rz +Ls+ a] I,(s)=0

mozeme ich slovne popisat’ nasledovne:

spolocnych napitovych
impedancii| I,(s) — _p y .| I(s) = P , y
impedancii zdrojov
slucka 1 slucka 1-2 E slucka 1
spolocnych napatovych
— _p y | I1(s) + impedancii| I,(s) = P vy
impedancii zdrojov
slucka 1-2 slucka 2 d slucka 2

Vsimnime si znamienko napit’ového zdroja — ak je napatie zdroja je orientované proti smeru sfpky sluckového pradu,
potom v maticovej rovnici ma kladné znamienko!

Rovnice prehl'adne zapiSeme pomocou maticového tvaru:

Ry +Ls —Ls
! L(9)] _ [U(s)]

LL(s) 0

—Ls Ry+Ls+—
2
Cs
¢o umoznuje rjchlo napisat’ rovnice obvodu priamo zo schémy. Tazisko riesenia prenosovej funkcie obvodu sa takto
presuva do rieSenia sustavy linearnych rovnic.

Tieto poznatky mozno vyhodne rozsirit’ na viacsluckové obvody (>2). V pripade systému s viacerymi sluckami ako 2,

napitovych
L= Y "o

je toto pravidlo pre prva slucku nasledovné:
I2(s) - [ Z tmp- zdrojov

[ Z imp.
slucka 1-3

slucka 1

Il(s)—[ Z imp.

slucka 1-2 sluckal

Uvedena metéda umoznuje automatizovat’ zostavovanie rovnic a rychlo dospiet’ ku vysledku, samozrejme s vyuzitim
Symbolic toolboxu v MATLABe. Viac informacif ku postupu pri zostavovan{ sluciek v zloZitejsich zapojeniach a tzv.
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uplného stromu je tul.

Priklad 1 na maticovy zapis trojsluckového obvodu a odpormi:

JON DO}

Rovnice obvodu, zostavené pomocou sluckovych priadov, mozno zapisat’ v maticovom tvare:

Ri=u
kde:
R]_ + R4 + R6 _R4_ _R6 iSl ul
—R4_ RZ + R4 + R5 _RS . iSZ] = [ 0 l
_R6 _RS R3 aF R5 aF R6 iS3 _uz

Touto metédou mozno zistit’ prud v danej vetve obvodu aj v pripade, ak obvod je napajany viacerymi napat’ovymi
zdrojmi.

Vektor pradov mozno ziskat’ tiez vypoctom inverznej matice R™1, t.j.:
i=Rw

V ptipade symbolického zipisu impedancii obvodu: R, s a 1/(sC) jedinou cestou, ako prad v danej vetve mozno
efektivne vypocitat’ (pri vi¢som pocte slucick ako 2), je pouzitie symbolického MATLABu.

1 Elektrické obvody 1 (Topoldgia elektrickych obvodov): https://Im.uniza.sk/~simon/EO1/prednasky/ EOl—S.pdf)
5
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Priklad 2 — zostavit’ impedan¢nu maticu pre obvod impedanciami

r
I 1
7

gr—
T
+
", .
<
veneenglttt "t
—
| S
e}
.
..
.c
--
.
.
5
.
Il
||
-
VAAS

Prvky v matici st symetrické okolo hlavnej diagonaly, ¢o mézeme vyuzit’ pre kontrolu spravnosti ich zapisu:

i 1

R+ R, +— 0

e -
0

0 Rs +sL, + ! !
5+ She sC, sC,
2(s) = 1 1
—— — —R, —sL
—R; sC, sC, 4= Sk

1
—R,—sL; R;+R,+sL+—
4 1 3 4 1 sC, |

=

2 Metdéda uzlovych napiti a jej aplikacia pre vypocet
prenosovej funkcie obvodu

Tato metdda je zaloZend na pouziti prvého Kirchhoffovho zakona. Je vihodné ju pouzit’ najmi v obvodoch s paralelne
radenymi ¢lenmi.

Postup:

1) V obvode zvolime jeden uzol ako vzt'azny (referencny)
— spravidla volime ten, v ktorom je spojenych najviac prvkov.

2) Ostatné wuzly odislujeme a oznacime napitie kazdého zuzlov vzhladom k referenénému bodu:

Uy, Uy, ... ,Uy_q1 (alebo Uy, Ug,...) apod.

3) Pre tieto ocislované uzly zostavime rovnice podla 1. KZ.
Ziskame tolko rovnic, kol’ko bude oéislovanych uzlov (# - 1).

4) Riesenim tejto sistavy rovnic uré¢ime (z - 1) napiti medzi oznac¢enymi uzlami a referenénym uzlom.

Zapis rovnic podPa prvého Kirchoffovho zakona pre uzol

t A B
Uy ~U O——+0
1:% UH>UL >
(IH
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Priklad: Vyriesit’ obvod pomocou met6édy uzlovych napiti.

| 2=
— ]
InT R, 4113 & I’l Ry lli’
Ua H Ry Rs H Ug
+ +
Uh

C 0

Za vzt'azny uzol O zvolime uzol spolo¢ny rezistorom R3 a R a oznac¢ime napitia Uy, Up smerujuce k referenénému

uzlu.
Preuzol Aplat: I} —I3—1, =0
Preuzol Bplat: I, —I,—Is =10
Po dosadenf uzlovych napitie dostaneme:

Up-Usx Ua-Up Ui

= 0,

R, Ry Ry
Us-Up Up-U; Up _ 0
R Ry Its '
Rovnice prepiseme nasledovne:
(i+i+1>UA— UB—iUl
Ry R R, Ry Ry
Lyt Ly,
Ry Ry Ry Rs R,
Rovnice usporiadame do maticového zapisu:
1 1 1 1 1
DR A S T T
1 1 1 1] UB] 11|
| "R RRR 7, ]
[61 + G5+ G, -G, UA] _ 'G1U1]
=G, G, + Gy + Gs| ' [Up G,U,
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Pohladom na maticu vodivosti (ked’ze G = 1/R) 'ahko zistime pravidlo:

e  Matica je symetricka podla hlavnej diagonaly.
e Na hlavnej diagonale je v kazdom riadku uvedeny stcet vodivosti, ktoré su pripojené k danému uzlu.

e  Mimo hlavnej diagonaly sa nachadzaji symetricky rozmiestnené zaporné hodnoty vodivosti (sucet vodivosti),
ktoré st medzi jednotlivymi uzlami.

e  Prava strana — sucet vSetkych zdrojov pradu zapojenych do i-tého uzla.
V nasom pripade st to zdroje napitia transformované na zdroje pradu.

Uvedené pravidlo plati nielen pre rezistory ale platf aj pre impedancie (resp. ¢o plati pre vodivosti, plati pre admitancie
(tj. Y(s) =1/Z(s)). Z maticovej rovnice vypocitame hodnoty napiti U, a Ug. Ostatné potrebné veli¢iny pri vipocte
prenosu dostaneme aplikiciou Ohmovho zakona.

3 Priloha

3.1 Vypocet inverznej matice 2x2

Matica A(2x2)

A= [au a12]

Q21 dz2
1) Transponovana matica — zamena riadkov za stipce — otocenie okolo hlavnej diagonaly

AT:[an a21]
A2 Az

2)  Adjungovani matica — matica algebraickych doplnkov ku jednotlivym prvkom AT

1+1 241
A, = D" ay, (1) ‘112] _[ azz _a12]
WD ey (DPagl T e an
3) Determinant matice A
detA = a11 azz - a12 a21
4) Inverzna matica
-1 _ 1 Ay = 1 [‘122 _a1z]
detA adj a11 azz - a12 a21 _a21 a11

Pouzitie inverznej matice pre riesenie sustavy linearnych rovnic.

R, R,

| S |
—

—
uir -:/\) I )

\od:

—J L win
Ny ) — / =\
1:;4': L
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3.2 Priklad rieSenia elektrického obvodu

Norman  Nise:  Control ~ Systems  Engineering ~ 6th  Edition  International = Student  Version
http://bes.wiley.com/he-bes/BooksPaction=index&bcsId=6361&itemId=0470646128

http:/ /higheredbcs.wiley.com /lecacy/college /nise /0471794759 /justask/Q5.html#problem

Problém 18

Nijdite prenosové funkcie F(s) = U,(s)/U;(s) pre nasledujice obvody Figure P2.5. Rieste pomocou metddy
sluckovych pradov

+ vl - IH

T i
N ey I H 10

1 — 0000 "W\
2 vo{*y 1w IF 1F 2

.n
i
A

v, (0

e

(a) by
Directions
1. Parta:
Part b:

Repeat the same procedure as in part a for the second network.

Detailed Solution

1. DPart a:
To find the transfer function of the given network we will use mesh analysis: Let us label the source,
inductors, resistor, and capacitor, and assign one mesh current to each mesh in the circuit as shown in Fig.

2.5a-1.

¢
+ Vpll) —

000 0000

L=2H |[L~3H

o
-

For simplicity, we assume zero initial conditions.
3. First, we replace the passive elements values with their impedances and the source and time variables with
their Laplace transform. The transformed network is shown in Fig. 2.5a-2

/1
|

N

| S

4.  The circuit with which we are dealing requires two simultaneous equations to solve for the transfer function
. Applying Kirchhoff's voltage law to the mesh on the left side of the circuit, we obtain:

Vils) = (Lis + B) iy (s) — Riz(s)

5. Next, we write Kirchhoff's voltage law for the mesh on the right:

9


http://bcs.wiley.com/he-bcs/Books?action=index&bcsId=6361&itemId=0470646128
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http://higheredbcs.wiley.com/legacy/college/nise/0471794759/justask/SND02030.html
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0= (Lgs -2 R)Ig(s) — RI|(s)

g

6. Solving (4) for  and substituting into (5), we obtain:

LOIRAD R g5+ L+ R)-Lae)

Lis+R
Y.(5) I3(g)
7.  Since we need to find the G':S :' = V() transfer function , we will express in terms of
: Fols)
Iqig) =2
Vo(s) 248 =7, I3(s)
using Ohm's law . Substituting into (6) yields :
¥
Fis +R£
2 p_ () Fals) | Falsik
=Fao
L 15+R I. 2 Cﬂsz L25
8.  Solving for the transfer function yields :
a5 RLoCs?

Vi) L0+ RC(L 415 L s+R
9.  Finally, after substituting the component values into (8), we obtain:

Vols) _ 35
Vi) g5 st rdata

c

10. Part b: Let us label the source, resistors, inductors and capacitors in the circuit as shown in Fig. 18b-1:

IRy A A
ol AN R v "\l‘\.' \r U
VvV V

L
U —

10
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V. Fedak

Modelovanie a simulacie v elektrotechnike

KEM FEI TUKE

11. First we transform the circuit and assign one mesh current to each mesh as shown in Fig. 18b-2:

L,
0000
. v
L, — B
MW M +
v i v« LY

Y|
71

12. Next we replace the passive elements with their impedances and the source and time variables with their

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Laplace transform as shown in Fig. 18b-3:

1 S
Ly 3
"‘..,I"'n.,f .Ii.. L A /"\\.
| . :I | 70' L-‘ :‘: ]
I m
L3 ' A €gq
Due to the parallel connection of ~ and  , we obtain for :
S S SR L3S
= = 2g =
Zag L=s LAy s L3C152+1
For simplicity we assume zero initial conditions.
I
Applying Kirchhoff's voltage law to the mesh , we obtain:

Vi(s) = (L8 + Zeg)iy(8) = Losl3(8) — Zeglals)

Applying Kirchhoff's voltage law to the second mesh, yields:

0= (L1 + Lz R)iz(s) — Lasly(5) — Riz(s)

Similarly, we can write for the third mesh:

Since we need to find transfer function
Ohm's law :

0= (Zeg + R+ 2o )i(6) = Zegha(0) — RIS

_ Fuis)
TG f3(5}

, we will express

Gis)

i3(8) = Cyal n(5)

11

in terms of

Vols)

. Using
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19. Substituting (18) into (16) and (17), yields:
[(Ly + L6 + R1I2(8) — Lol = RCosV o (s)

Zoglt + Rl = |Zag + R4 61—25 C2sl o (5)

1. Substituting the component values and writing in vector-matrix form, we obtain:

—s 2=+ 1| [(s) &
s | 2 Vos)

Fedl
441 f2(s) 241

Ii(s)  Ia(s)
20. Solving for and , yields:

4 3 2
250 s s s
11(s) = =3 VL (8)

5 +252—|-25

3 2
In(s) = %;fﬂ(s)
52542

I1(s) I3(s) I3ls) Lo
21. By replacing , , and in (15) with (21), (18), and (13), respectively, and substituting
the component values, we obtain:

4 .3 .2 4 .3 2 2
Viis) = (.5‘ | 25 )25 +-’-1; +¢1: +ds+1 s +§s +d574s s ()
541 54257 +ds s 4da+2 5741
Fols)
, I ¢ R
22. Solving for the transfer function yields:
r 2
s = F""Esj = 7 53+25;2
5 5 45T +3s5T 3541
Final Answer
2
) = ——=
B5" 455" +ds+2
a) .
. s +ds+3
Gls) = 4 .3, .2
b Bo4AsT 435 +3s 42

12
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V. Fedak Modelovanie a simulacie v elektrotechnike KEM FEI TUKE

POUZITA A ODPORUCANA LITERATURA

Prenosové funkcie viacslu¢kovych elektrickych obvodov

[1] Circuit analysis | Electrical engineering | Science | Khan Academy

analysis/a/ee-node-voltage-method

[3] Mesh current method

https://www.khanacademy.org/science/electrical-engineering / ee-circuit-analysis-topic/ee-dc-circuit-

analysis/a/ee-mesh-current-method?modal=1

[4] Lesson 1 - Intro To Node Voltage Method (Engineering Circuits)
https://www.youtube.com/watch?v=-wCGiSNk5tw&t=139s

[5] Tutorial for Control System Toolbox for MATLAB

http://techteach.no/publications/control system toolbox/#c31
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