V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Pr. 6.1 Translac¢ny viachmotnostny mechanicky systém
vypocet prenosovej funkcie

Mechanika — rozdelenie

Predmetom skumania mechaniky (d’alej iba mechaniky) mechanicky pohyb telies, jeho popis
v priestore a v ¢ase. Jednotlivé ¢asti mechaniky su nasledovné:

KINEMATIKA

Popis pohybu v prie-
store a v Case bez
uvazovania pri¢in jeho
vzniku a zmien

STATIKA

(pohyb nenastiva)

MECHANIKA

DYNAMIKA

Stiudium pri¢in pohybu
a pri¢in jeho zmien

Statika (z gréckeho statos — rovnovaha) sa zaobera skimanim takych pripadov pohybu, pri
ktorych su sily posobiace na skimané teleso v rovnovahe. Zakladné pojmy s priestor a sila.

Kinematika (z gréckeho kineo — pohybuje sa) sa zaobera opisom c¢asového priebehu pohybu
telies bez ohl'adu na sily, ktoré tento pohyb vyvolali. Pohyb sa sleduje iba po geometrickej stranke,
nezavisle od jeho pricin (sil). Preto sa pre kinematiku pouziva aj nazov geometria pohybu. Zakladné
pojmy su priestor a cas.

Dynamika (z gréckeho dynamis — sila) sa zaobera pohybom telies pri posobeni sil. Zakladné
pojmy su priestor, ¢as, hmota (hmotnost’) a sily.

Z hladiska elektrickych pohonov je dolezité zaoberat’ sa predovsetkym dynamikou hmotnych
bodov a telies. Pracovny mechanizmus je pohanany elektrickym motorom a na zaklade jeho
momentu je potrebné urcéit’ dynamiku posobenia motora na rychlost’ a polohu pracovného
mechanizmu. Z toho dévodu sa budeme zaoberat’ zostavenim prenosovych funkcii a dynamickych
modelov mechanickych ¢asti.

Mechanické obvody rozdel'ujeme na:

translacné (posuvné) rotacné (otacaveé) zmiesané (napr. vyt'ahy)
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1. Transla¢ny mechanicky systém

1.1. Prenosova funkcia translacného mechanického systému
s jednym stupifiom vol’nosti

Translacné (tiez posuvné) mechanické systémy pozostavaju, podobne ako elektrické, z troch
zakladnych druhov pasivaych prvkov: pruzina s koeficientom tuhosti k, viskézny tlmic¢
s koeficientom visk6zneho tlmenia b a teleso s hmotnost'ou m. Ako budiaci signal (vstupna
veli¢ina) tu vystupuje sila f(t). Pruzina a hmota pritom predstavuje zasobnik energie, v tlmici sa,

naopak, energia straca. Vlastnosti prvkov, vyjadrené matematicky, su uvedené v tabulke.

Medzi polohou telesa a rychlost’ou jeho pohybu plati:

x(t) = ftv(r)dr
0

Prehl'ad zakladnych prvkov translacného mechanického obvodu a prislusné prenosové funkcie:

Mechanicka
Prvok ] 3 s . i impedancia
el Sila-rychlost Sila-dréha , (1: | FO)
M X
PruZina
——= 1) t
FO =k [ v@dr | fi©) = k@ Zuge(s) = k
fln 0
k
Tlmic (viskozny)
—— x(n) dx(t Zup(S) = bs
e f®) =bv(t) fr,(t) =b Q) M
H— f(1) dt
b
Hmota
—— X({)
' dv(t) d?x(t
: FO=mT2 | @ =m D | 2y (s) = ms?
m = f(n

Animacia: Simple Harmonic Motion: Mass on a Spring, https:

ophysics.com/w1.html

V pripade, ak oba konce pruziny (tlmic¢a) sa pohybuju, potom sila je:
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https://ophysics.com/w1.html
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Najdime prenosovu funkciu najjednoduchsiecho mechanického obvodu, kde teleso o hmotnosti
m je upevnené na pruzine a tlmici. Ide o teleso s jednym stupfiom voPnosti (1 DOF):

—— (/) —t X(5)
——x(1) ) . H
3 kx(r) =-— 1 kX(s) = T
Fis) 1 Xis)
m dx m - m - -l >
— finy b dr - o= fir) bsXis) - —= F(x) ms +hs+k
I madx - ms X(s) <—i G(s)
dr’
kinematicka schéma rozklad sil rozlozenie sil zndzornené prenos systému
v Casovej oblasti v operatorovej oblasti

Odporucana literatara
Forced vibration of damped, single degree of freedom, linear spring mass systems.

Pri rieSeni rozkreslime sily posobiace na teleso a pomocou Newtonovho zakona:

fm@®) =ma(t) =m dzgt) = mdzdt(zt)

napiSeme rovnicu rovnovahy sil (pohybovu rovnicu):
fm () + f5(O) + fi(£) = f(2)

d?x(t)  dx(t)

e +b Tt + kx(t) = f(t)

¢o v Laplaceovej transformacii ma tvar:

ms2X(s) + bsX(s) + kX(s) = F(s)

Jednotlivé zlozky v rovnici (0.25) predstavuju sily od hmotnosti, timica a pruziny:

E,(s) = ms? X(s) Fp(s) = bs X(s) Fo(s) = k X(s)

Takto dostavame ekvivalentné ,,mechanické impedancie®:

pre hmotnost’ pre tlmic pre pruzinu

Zym(s) = ms? Zyp(s) = bs Zyc(s) =k

Index ,,M*“ v impedancii zvyraznuje, ze ide o tzv. ,,mechanickd impedanciu“ (tento vyraz sa
bezne nepouziva). Vysledna mechanicka impedancia Zy(s) telesa je dana suc¢tom:

Zy(8) = Zym(8) + Zyp (8) + Zyo(s) = ms? + bs + k

takze sumu sil posobiacich na teleso mézeme vyjadrit’” pomocou mechanickej impedancie telesa
a jeho drahy:

Zy(s) X(s) = F(s)


https://www.brown.edu/Departments/Engineering/Courses/En4/Notes/vibrations_forced/vibrations_forced.htm
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¢o slovami zapiseme:

(suma impedancii telesa). X (s) = suma budiacich sil

Ak vstupom je sila F(s), vystupom draha telesa X(s), potom prenosova funkcia systému G(s) je:

X@s) 1 1 1/k

F(s)_ZM(S)_mSZ+bs+k_%SZ+£S+1

G(s) =

Vysledny prenos systému medzi drdhou a budiacou silou je analogicky prenosu sériového RLC
obvodu s vystupom napitia na svorkach kondenzatora:

X(s) 1/k Uc(s) 1
Gx(s):F(s):m b Fe(s) = U(Gs) LCs2+ RCs+1
FSZ + ES +1
Porovnanim menovatela so standardnym tvarom:
X(s) 1

F(s) Lzs2 +Es +1
2 @

dostavame pre dany mechanicky systém parametre @y, d :

k
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1.2. Prenosova funkcia translacného mechanického systému
s viacerymi stupfiami vol’nosti

(viachmotnostny systém = multimass system)

Google: ,,Mass-Spring Damper System animation®, ,,multi-mass spring damper system*
Pocet stupriov vol'nosti telesa je urceny suctom moznych pohybov kazdého telesa, ak ostatné
telesa su v pokoji. Pocet stupfiov vol'nosti je rovny poctu nezavislych diferencialnych rovnic, ktoré

vieme zostavit’ pre mechanicky systém.

Zovseobecnime vyssie uvedené pre zlozitejsi mechanicky systém s dvoma stupfiami volnosti.

() 1alr)

b,

1
blj 1)3/

Pre zistenie vplyvu jednotlivych sil v systéme pouzijeme metdédu uvolnenia - osamotnime kazdé
teleso a nakreslime na fiu posobiace sily (silovy diagram).

Sily posobiace na prvé teleso:

a) Prvé teleso sa pohybuje, druhé stoji (obr. a)

(sily posobiace vlastné teleso v dosledku jeho pohybu)
b) Prvé teleso stoji, druhé sa pohybuje (obr. b)

(sily posobiace na vlastného teleso v dosledku pohybu susedného telesa)
¢) Vietky sily posobiace na prvé teleso (obr. c)

kXi(s) =— = . :
bexe) — [ BEO e b
e My le— X[ (5) m
F(S/ —’- ] | b3sX'2(5)
771132/\’1(3) ity :
a) b)

(kythy) X (s) =—

(bytbysXi(s) < [ Xy (s)

F(s) == b bsXy(s)
msXy(s) ~——{

¢)

Z rozkladu sil zostavime pohybovi rovnicu telesa v Laplaceovej transformacii:

[mys2 4 (by + b3)s + (ky + k2)1X1(s) — (bss + k3)X,(s) = F(s)


https://www.google.com/search?q=Mass-Spring+Damper+System+animation&newwindow=1&rlz=1C1JZAP_skSK826SK826&sxsrf=ALeKk031GmskbLy3XHCsnirTV0JD5QRX6A:1602702812119&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=2ahUKEwjmqK-e5bTsAhUHohQKHXE2Bg0Q_AUoAXoECAsQAw&biw=1897&bih=909
https://www.google.com/search?q=multi-mass+spring+damper+system&newwindow=1&rlz=1C1JZAP_skSK826SK826&sxsrf=ALeKk02fYiPcYdcR7nU7MAJPUoHWAOnNcw:1602702664836&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=2ahUKEwjegZLY5LTsAhWTAmMBHVH8B4AQ_AUoAXoECAwQAw&biw=1897&bih=909

V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Sily pésobiace na druhé teleso:

a) Prvé teleso stoji, druhé sa pohybuje

(sily posobiace vlastné teleso v dosledku jeho pohybu)
b) Druhé teleso stoji, prvé sa pohybuje

(sily posobiace na vlastného teleso v dosledku pohybu susedného telesa)
¢) Vsetky sily posobiace na druhé teleso

kXy(s) =— " - [
W bysis) —|
5232{2(52 my fe— Iy y(s) : M,

bk ~— * X —
msXols) ——{ _
a) b)

(kyth) Xo(s) =—
- bysxis)

(bybysy(s) =— "2 _
= kA

) ~—

c)
— (b3s + k) X,(s) + [mys?+ (by + b3)s + (ky + k3)]1X,(s) =0

V tychto dvoch rovniciach st neznamymi drahy telies X1(s) a X, (s).

Rovnice mé6zeme, analogicky k rovniciam elektrického obvodu, zapisat’ slovne:

[Suma impedancii] Suma impedancif] [ Suma sil
pripojenych [ X1(s) — [ medzi X,(s) = |pbsobiacich
k telesul telesamila 2 | L na teleso 1 |
[Suma impedancii] Suma impedancii] [ Suma sil
- medzi X1(s) + | pripojenych X,(s) = |pbsobiacich
L telesamila?2 | k telesu2 | L na teleso 2 |

Maticovy zapis tychto rovnic je nasledovny:

mys? + (by + b3)s + (kg + ky) —(b3s + ky) ] [Xl(s) _ [Fl(g)]
—(b3s + ky) m,s? + (by + b3)s + (ky + k3)1 " 1X,(s) 0
M.x(s) = f(s)

kde M je matica mechanickych impedancii, X(s) je vektor neznimych posunuti (drih) telies a
f(8) je vektor sil psosobiacich na jednotlivé telesa.
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Maticovu rovnicu vyriesime niektorou z metdd riesenia linearnych rovnic:

1) pomocou Cramerovho pravidla,
2) pomocou inverznej matice alebo
3) dosadzovanim.

Cramerovo pravidlo:

det [F(s) —(bss + k)
0 mzsz + (bz + bg)s + (kz + k3)
X1(s) = detM
d -mlsz + (bl + bg)s + (kl + k3) F(S)
et
—(bgs + kz) 0
Xa(s) = detM

Pre vyrieSenie maticovej rovnice vyhodou vyuzijeme symbolicky pocet v MATLABe (v matici
mechanickych impedancii sa nachadzaji mocniny operatora S a preto numerické riesenie nie je
mozné.

X1(5) (S) — X1(s)

Prenosové funkciu dostaneme vydelenim drihy silou: G, (S) = Ty U2 ()

Ak je znamy prenos medzi pdsobiacou silou F(S) a polohou telesa X(S), potom moéZzeme
vypocitat’ prenos medzi silou a rychlost’ou telesa:

V(t) = dj;(tt)

potom 'ahko moézeme urcit’ prenos medzi silou a rychlost’ou telesa:

1
V(s) = ;X(s)

_V(s)_ 1X(s)_1

G = 5T SF) 5 &
Maticovu rovnicu:
mys? + (by + b3)s + (kg + ky) —(b3s + ky) ] [Xl(s) _ [F1(5)]
—(b3s + ky) m,s? + (by + b3)s + (ky + k3)1 " 1X,(s) 0

moézeme zapisat’ nasledovne (tu zapiSeme bez argumentu S):

2 [m1 0 ] [Xl] + [b1 + bs —b; ] [Xl] + [kl + k, -k, ] Xl] _ [F]
1o mllx, ) ™S by by +bs) lx, —ky  ky+ ks X, T Lo
Je to vlastne maticova diferencialna rovnica II. radu v tvare:

(Ms? + B s + K) x(s) = f(s)

kde M  — predstavuje maticu obsahujicu hmotnosti systému
B — matica tlmen{ (tlmiacich ¢lenov) systému
K  — matica pruznosti (pruznych clenov) systému

x(s) — vektor nezndmych posunuti systémy
f(s) — vektor sil posobiacich na jednotlivé telesa

Pre uvedend DR II. radu existuja standardné metddy jej rieSenia, ¢im mozno zautomatizovat’
a zovseobecnit’ analyzu linearnych systémov.

Animacie: Mass-Spring System, https://www.math24.net/mass-spring-system
Two-mass spring system animation, https://www.geogebra.org/m/[pp4QnRX



https://www.math24.net/mass-spring-system/
https://www.geogebra.org/m/Jpp4QnRX
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1.3. Sériové a paralelné zapojenie tlmiCov a pruzin

Dve pruziny mozu byt’ zapojené:

do série paralelne
- y/ P ¥4 l\l \
4 Ryt V- v | I ' AVAYAVAY :
B A F [y |:F
ki k2 - 2
k]l] /(2.,\2 g
T e kyx +kyx = F
% ok F :l\‘,qx
l: f“ F (kl +l\‘2).\.‘ - ,;-
X=X 4+ Xy =>——=——
keg ki K Kogx = F
k"q . I - klkz kL‘q — kl +k2
1 h 1 k, + k-,
[—* v/ — X2 bt
X
] b2 / [ - F
b2
_ _bib,
eq_b1+b2 beq:b1+b2

Pozn. Vysledné vzt'ahy st analogické sériovému a paralelnému zapoieniu kondenzatorov.
y y g

Priklady: vyrieste ekvivalentnu tuhost’ pruziny pre nasledovné zapojenia:
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Niektoré priklady rieSenia viachmotnostnych systémov s pruZnym spojenim na internete:

¢ System Dynamics and Control: Module 4 - Modeling Mechanical Systems
https://www.youtube.com/watch?v=MN3R]Wc]Knk&t=2s

¢ Dynamics and Control: Module 4b - Modeling Mechanical Systems Examples
https://www.voutube.com/watch?v=9ipdIWxBLNw

e Problem on Mechanical Translational System Including Friction
https://www.youtube.com/watch?v=UX8TeVdinOw



https://www.youtube.com/watch?v=MN3RJWcJKnk&t=2s
https://www.youtube.com/watch?v=9ipdIWxBLNw
https://www.youtube.com/watch?v=UX8TeVdinOw

