V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Pr. 7: Viachmotnostné rotacné mechanické systémy

1. Moment zotrvacnosti telesa

Pre analytické zostavenie dynamického modelu rotacného mechanického systému
potrebujeme poznat’ moment zotrvacnosti telesa. Moment zotrvacnosti zavisi od
tvaru a hmotnosti telesa, ale aj od osi otacania, ktora moze prechadzat’ taziskom
telesa, mimo t’aziska i mimo samotného telesa.

Moment zotrvacnosti | je fyzikalna velicina, pre elementarnu vel'kost” ktorej plati:
d] =r?dm
kde dm je hmotnost’ [kg] elementu telesa s hustotou p a elementirnym objemom dV:
dV = dx.dy.dz, pricom pri rotacnom telese dz =r.de

T je vzdialenost’ [m] elementu dx.dy.dz od uvazovanej osi rotacie

odkial’ vyplyva:

l r(x) 2m
]=fr2dm=fr2pdv=pjdyj dxjrz(rdgo)
m m 0 0 0

Moment zotrvacnosti valca o polomere r(x) =r a dizke je:

7 T=

2 | T 32 2 2

r 21 4" I I 2[
T T T r mr
]=plfr3dxfd(p=2npll l IR TPl P 2
0 0 0

Momenty zotrvacnosti najcastejsie sa vyskytujucich telies su prehladne uvedené
v tabulke:

Momenty zotrvacnosti niektorych telies

Popis Tvar telesa Moment zotrvaénosti

Duta valcova plocha r : 1 J = mr?

Plny valec

: 1 2 2
v ]x=]y=ﬁm(3r + h?)
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W= 1
Duty hrubostenny T\“j—'-'—;“")' ], = Em (1% —1%)
valec »:'_o.__,, 1
[ ' l Jx :]y :Em[3 (T‘12+T22)+h2]
e [
_—+ T~ 1
, e m— ] =-mr?
Plny valec 2
h o -r 1
v Je=Jy =zm (37 + 1)
Plna gul'a J = Zmr?
5
* 3 2
‘- J2=1o™M"
Kuzel (pravouhly) v i ,
' 3 T
s ]x:]y zgm(z-l-hz)
y

S osou rotacie v strede:

1

_ 2
Tyé = J=gm
s dizkou 1 S osou rotacie na kraji:
hmotnost'ou m J= lmlz
3
p plati za predpokladu, Ze hmotnost’ tyce je
— rozmiestnena rovnomerne

Vzajomné porovnanie moment zotrvacnosti gule /4, valca J,, a kuzel'a Ji:

Jg 4 Ji .3
J, 5 J, 5

Zaver: moment zotrvacnosti je mensi, ak hmotnost’ telesa je koncentrovana pri osi
rotacie a naopak.

Steinerova veta

Ak pozname moment zotrvacnosti /, telesa rotujuceho okolo vlastnej osi, potom pre
momentu zotrvacnosti telesa vzhl'adom k paralelnej osi vo vzdialenosti x, pouzijeme
Steinerovn vetu. Podla nej, ak hmotnost’ telesa je m, vzdialenost’ osf je x a moment
zotrvacnosti | vzhl'adom na td, ktora neprechadza t’aziskom sa vypocita:

J =Jo + mx?


http://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:Moment_of_inertia_thick_cylinder.png
http://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:Moment_of_inertia_solid_sphere.png
http://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:Moment_of_inertia_cone.png
http://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:Moment_of_inertia_rod_center.png
http://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:Moment_of_inertia_rod_end.png
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2. Rotac¢ny mechanicky systém bez prevodovky

2.2 Rotacny mechanicky systém s jednym stupfiom
volnosti

Rotacné mechanické systémy sa riesia podobne ako translacné systémy:

e sila sa nahradi MoOMENtOM ....coovvvvvevviiviiiiiieecieeee, f(t) ~m(t)
e translacna rychlost’ sa nahradi uhlovou rychlostou. v(t) ~ w(t)

e draha sa nahradi uhlom natocenia .......cccceevveeveveneen. x(t) ~ 0(t)

Aj pasivne prvky rota¢ného systému su ekvivalentné pasivnym prvkom translacného
systému: torzna pruzina s koeficientom pruznosti k, torzny viskdzny tlmic
s koeficientom viskézneho tlmenia b a moment zotrvacnosti J.

Ako budiaci signal (vstupnd velic¢ina) tu vystupuje moment m(t). Vlastnosti prvkov,
vyjadrené matematicky, si uvedené v tabul’ke.

Rotacna mech.

Prvok Sila-draha v Laplaceovej impedancia
obvodu (anal6gia m — C) tranformacii 0(s)
Zy(s) = M(s)

Torzna pruzina
mi) ﬁ(ﬁ

W@ m(®) = k 6(6) M(s) = k 6(s) Zo(s) = k

Torzny tlmi¢

(viskézny)
mit) A do(t
l | m(t) = d—(t) M(s) = bs 6(s) Zyp(s) = bs
b E E
Moment
zotrvacnosti
mit) fim) d? 9(1’)

@E‘ m() =] M(s)=Js?0(s) | Zuy(s) =]s’

Aby sme sa vyhli zavedeniu d’alsich indexov, v tomto texte je uvedené rovnaké
oznacenie parametrov k a b translacného a rotacného systému.

Nevadi to, pokial' pracujeme iba vjednom systéme; pri zmiesanych rotacno-
translacnych systémoch vsak je potrebné rozliSovat’, pretoze tieto parametre sa lisia
aj rozmermi. Tieto si prehladne uvedené v tabulke (index tr — translacny,
rot - rotacny).
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Sﬂa—/d.raha Translacny systém Rotacny systém

(tzv. analbégia m — C)
Tuhost’ pruZiny [kir] = N/m [kro:] = Nm/rad
Tlmenie tlmica [bsr] = Ns/m [brot]= Nms/rad

Pocet stupnov volnosti rotacného systému zistime zo suctu poctu telies, ktoré sa
otacaju, zatial', co ostatné su v pokoji. Takto postupne preverime cely systém.

Odvodenie prenosovej funkcie rotacného systému s jednym DOF

Odvodime prenosovu funkciu rotacného telesa (mechanicky rotacny systém
s jednym stupfiom volnosti), ktoré je pripojené k pevnej podlozke cez torznu
pruzinu paralelne s torznym tlmicom na ktoré posobi moment m(t). !

6(s), Ms)

smer tocenia

~ Js26(s)

} bs@(s)
e
ké(s)

Pozn.: ak zmysel momentu pésobiaceho na rotujice teleso a smer otacania su
zhodné, dany moment je hnacim momentom. A naopak: ak moment posobi proti
smeru otacania, ide o zat’azny moment.

Pred zostavenim pohybovych rovnic analyzujeme podsobenie jednotlivych
momentov — proti hnaciemu momentu ostatné predstavuju zat'azové momenty

ZMl:M

Js20(s) + bys8(s) + kB(s) = M(s)

teda:

odkial’ prenosova funkcia je:

0(s) 1
M(s) Js:+bs+k

! Dynamika sustav telies, https://knmts.fvt.tuke.sk/media/documents/63440b2158056457434d6a973d44d748.pdf
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https://knmts.fvt.tuke.sk/media/documents/63440b2158056457434d6a973d44d748.pdf

V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

2.3 Rota¢ny mech. systém s viacerymi stuptfiami vol’nosti

Pre zovseobecnenie poznatkov zvolime systém s dvoma stupfiami volnosti. Dve
zotrvacné telesa su spojené torznou pruzinou. Obe telesa su ulozené v loziskach,
ktoré predstavuju viskozny tlmic.

mit) é(1) 91(”
/‘ -y mit) 0]”) 0_»“)
el &
" "4 A ——————
L ohsl\o Lozisko k b,
r/llt b,
& 5knltull<.

Pred zostavenim pohybovych rovnic pomocou metédy (postupného) uvolnovania
’rozkreslime kazdé teleso zvlast' a zakreslime momentové posobenie ostatnych
rotacnych telies na dané teleso metédou uvol'nenia. Napriklad pre druhé teleso je to:

€1(s) smer tocenia &, (s) smer tocenia 6-(s) smer tocenia
k8, (s) k0,(s)
Jo.&‘zg‘y (s) A = ./25299_(.8')
@/‘ bsB5(s) @ /‘ br585(s)
N
9 y 0

Posobenie momentov na druhé teleso: a) momenty posobiace na druhé teleso v dosledku pohybu iba toho

(druhého) telesa; b) momentové posobenie druhého telesa na prvé; c) vysledny momentovy diagram
Podobne mozeme odvodit” momentovy diagram pre prvé teleso.
Pre momentova rovnovahu prvého a druhého telesa napiSeme rovnice, ktoré
upravime do tvaru:

(J15% + bys + k) 0,(s) — kB,(s) = M(s)

_kel(S) + (]252 + bzs + k) 92(5) = O

Ako pri translachom mechanickom systéme 1 pri elektrickom systéme (pri aplikacii
metody sluckovych pradov, alebo metédy uzlovych napiti), tak aj teraz mozeme
zapisat’ pravidlo pre zostavovanie rovnic:

pripojenych medzi pOsobiacich

Suma impedancii Suma impedancii Suma momentov
[ ] 6,(s) [ ] 62(s) = ’ ]
k telesu 1 telesami1la 2 na teleso 1

pripojenych poOsobiacich

[Suma impedancii
k telesu 2 na teleso 2

medzi ] 01(s) +

Suma impedancii Suma momentov
] 0,(s) = [ ]
telesamila?2

2 Dynamika mechanismii
http://www.elearn.vsb.cz/archived/FS/DYN1/CD _dynamika/text/D10 dynamika mechanismu.pdf



http://www.elearn.vsb.cz/archivcd/FS/DYN1/CD_dynamika/text/D10_dynamika_mechanismu.pdf
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Obe rovnice mozno zapisat’ v maticovom tvare:

J;s* +bys+k —k
—k J,s* +bys + k

[Hl(s)] _ [M(s)]
0,(s) 0
Riesenim tejto sustavy linearnych rovnic (inverznou maticou, Cramerovym

pravidlom, alebo jednoduchym dosadenim z jednej rovnice do druhej) vypocitame
uhol 0, (s), odkial dostaneme prenosovu funkciu, napr.:

_0,(s)  k
=Y = s
(]152 + bls + k) _k

kde A je determinant sustavy rovnic A=

_k ]252+b2$+k

2.4 Rotacny mechanicky systém s prevodovkou
Prepocet uhla natocenia, uhlovej rychlosti a momentu

Rotac¢né mechanické systémy casto obsahuju prevodovku, ktord mézeme riesit’ ako
bezstratovi, alebo do modelu zahrnut’ aj je straty. Najprv uvazujeme idealnu linearnu
prevodovku bez vole v zuboch. Jednostupniova prevodovka je principialne
nakreslena na obrazku.

N>
M(1) 6,(1) | nnn 6,(1) M(1)
Vstup an - ” ' |
hnacie koleso ) /3‘__!‘, 2 j[\y k M,
Vystup N2 —— — /V[ﬂ
hnané koleso ‘

Obvodova rychlost’ na obvode obidvoch ozubenych kol je rovnaka v; = vy, je
rovnaka aj draha x; = x,. Kedze x =18, potom r,6, = 1,0,

Tiez w = 0t, teda w1~0; a w,~6,. Pre prevod prevodovky potom odvodime:

o b N

w, 60, 1©n N
kde j je prevodovy pomer. Pri prevode do pomala je prevod j > 1 a naopak.

Uhol natoCenia a uhlova rychlost’ st nepriamo umerné poctu zubov
prisluS§ného ozubeného kolesa prevodovky.

Vzt’ah medzi vstupnym a vystupnym momentom odvodime na zaklade zachovania
vykonu na vstupnej a vystupnej strane (P = Mw):

Myw; = Myw,
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odkial' vyplyva, Ze moment na hriadeli je priamo umerny poltu zubov
prislusného ozubeného kolesa prevodovky:

M, w; N,
My w, N g
Prepocet parametrov pruzného rot. systému z jedného hriadel’a na druhy

V d’alSom vysetrime, ako sa menia mechanické impedancie rotacného mechanického
systému pri ich prepocte z jedného hriadel’a cez prevodovku na druhy hriadel.

Urobme tu prepocet z vystupného hriadela (2) na vstupny (1):

m(t) é,(n

N,
o, my(t) .V H‘“) m () @n

i

Y b )
Postupny prepocet mechanickej impedancie z vystupného hriadela cez prevodovku na
b) vystupny hriadel’; ¢) vstupny hriadel

Moment na vystupnej strane prevodovky je:

M,(s) = (Js? + bs + k)| 65(s)
N

, ) . N ) 1
Dosadime na Pava stranu: M, = j M; = N—le a na prava: 8, = 701 = N1 6,
1 2

t..:
&Ml = (Js?+bs + k)ﬂel
Ny N
Z tejto rovnice vyjadrime vztah medzi momentom M; a odpovedajicim uhlom

natocenia 0y, pricom vSetky veliciny z druhého hriadela su prepocitané na prvy
hriadel

M, (s) = (Js® + bs + k) (Z—)2 0,(s)

Kedze: &

1
Ny j

. bk
potom: M, (s) = (jizsz +j_25 +]—2) 01(s)

Tym sme prepocitali mechanické impedancie z vystupu (index 2) na vstup (index 1).
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Priklad

N3jdime prenosovu funkciu dvojhmotnostného mechanického systému, ktory je
budeny momentom M;, pricom vystupom zo systému je uhol natocenia vystupného

hriadel,a 62, t] G(S) = 62(5)/ M]_(S).

4A'1
AV -

m\(1) 6,(1) Ny ¢
be=bl('—V—“-]+ by
1

B:(S)

(1) B
: f\ - M, (5) | . N./ N,
1 ’n - Jo.s*+ b.s + k,
NZ } .." ‘Ng 2 k. = k-
[ k2 Temdiy |+ e =

a) b) .

Postupny vypocet prenosovej funkcie mechanického systému

Podobne moézeme prepocitat’ impedancie zo vstupného hriadela (1) na vystupny
hriadel (2) nisobenim prevodom j* atiez moment zo vstupného hriadela na

vystupny nasobenim prevodom j. Pohybova rovnica pre vystupny hriadel je:

M,(s) = Ml(s)j = (]esz + bes + k) 6;(s)

kde jednotlivé parametre sindexom ekv predstavuji ekvivalentny moment
zotrvacnosti J,, ekvivalentny koeficient tlmenia b, a ekvivalentny koeficient tuhosti

ke:
Je=J1J%+ ]2 be = by j* + by; ke =k

Dosadenim do vyssie uvedenej rovnice dostaneme hl'adany prenos:

0,(s) _ N, /N, _ J
Mi(s) J.s®?+b.s+k, J.s>?+b.s+k,

G21(s) =

kde index 21 v prenose G;(s)znamena, ze ide prenos medzi druhym vystupom

6,(s) a prvym vstupom M, (s) (najprv piSeme index vystupu, potom vstupu)

Kedze:

prenos medzi prvym vystupom a prvym vstupom je:

6,(s) 1 j ~ 1
M;(s) B j JeS? + b.s + k. _]esz + b.s + k,

G11(s) =
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Prepocty pri viacstupfiovej prevodovke

V pripade, ak sa pozaduje velky prevodovy pomer medzi vstupnym a vystupnym
hriadel'om, prislusné ozubené koleso by bolo velmi velké, ¢o by zhorsovalo
dynamiku systému (t.j. malo by velky moment zotrvacnosti, ktory sa zvicsuje so
stvrtou mocninou priemeru rotacného telesa). Preto sa pouziva viacstupfiova
prevodovka, ktora obsahuje viac dvojic mensich ozubenych kol a vysledny prevod
ziskame sucinom jednotlivych prevodov, j = j; j» j3:

0 N; N3 Ns 111 19
W= ———bU1 = ———b; =<0,
N3 N4 Ng J1]2J3 ]
&
L N M
Vs N N Ny V.
N1 717 a=F0=20
AT
N 4 1 vs .\’i{ .'\"l .\'r_z ,\"5
61= N %= My, O

V skutocnosti mechanické prevodovky nie st idealne, bezstratové, ale kazda
prevodovka ma mechanické straty viskéznym trenim, ¢im sa znizuje ucinnost
prevodovky. Tieto straty nahradzujeme prislusnym koeficientom tlmenia pripojenym
k danému hriadel'u (ozubenému kolesu).

Priklad

N4jdime prenosovu funkciu dvojhmotnostného systému s idealnou prevodovkou
G(s) = 6,(s)/ M;(s), pricom v loziskach vstupného hriadela je viskézne trenie by
a v prevodovke uvazujme so stratami na druhom stupni, vyjadrenymi timenim b,.

myn 8,

mt) @,(n :
[ ! :: ! N, ) J'
\ be A% NN Y
. P J,.'-'J| + 1./:4'.’1) — | F(Jy+ Jg) | =
Ak '_‘—_- ’ :NZ ’ N:N_;

% M (s) 1 0,(s)

Ny v e p— —

7/ @ L
4

Zavedieme mechanické impedancie, ktoré prepocitame na vstupny hriadel, ;. Pri
ich prepocte musime uvazovat’ tiez prislusny prevodovy pomer; tlmenie b,
prepocitame cez prevod b,(Ny/N,)? = b, /j2.
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Momenty zotrvacnosti J; a J, prepocitavame cez dva prevody:
Ni\? (N3\* 1
Usa+J5) (N_2> (N_4) = +]5)m
Dosadime do pohybovej rovnice:
(Jes? + bes) 0:(s) = M,(s)

kde indexom e su oznacené ekvivalentné veliciny:

1 1
Je=h+ (]2 +]3)].1_2+ U4 +]5)m

1
be :b1+b2_2
J1

Po dosadeni vypocitame hl'adant prenosovi funkciu:

6,(s) B 1 1

G(s) = M, (s) _]eSZ + bes - §(es + be)
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