V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

Pr.11 Elektro-mechanicka analégia

1. Uvod

Ide o analégiu elektrickych a mechanickych obvodov. Kritériom analogie je
totoznost’ matematického rieSenia. Elektromechanickymi analogiami nazyvame také
elektrické a mechanické deje, ktoré maji rovnaké matematické, alebo aj grafické
riesenia. Parametre a premenné elektrického obvodu mozno prepocitat’ na

parametre a premenné mechanického obvodu a naopak. !

Priklad ekvivalentného systému:
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Zaver:ak m ~L, potomaj C ~1/k anaopak.

Na zaklade uvedenej analégie mozno zostavit’ schému mechanického obvodu
podobnu schéme elektrického obvodu. Kirchhoffove zakony v elektrickom obvode

zodpovedaji pohybovym rovniciam v mechanickom obvode.

! Electrical Analogies of Mechanical Systems, Electrical Analogies of Mechanical Systems (tutorialspoint.com)



https://www.tutorialspoint.com/control_systems/control_systems_electrical_analogies_mechanical.htm
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Vzt’ahy pre vzajomny prepocet elektrickych a odpovedajucich mechanickych velicin:
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Vzajomny prepocet elektrickych velicin Vzajomny prepocet mechanickych velicin

Rozoznavame dva druhy elektro-mechanickej analogie [5]:

1) sériova analégia (m-L), ak rovnice mechanického obvodu zodpovedaja
rovniciam platnym pre slu€ky v elektrickom obvode.

2) paralelna analégia (m-C), ak rovnice mechanického obvodu zodpovedaju
rovniciam platnym pre uzly v elektrickom obvode.

1.1 Sériova anal6gia (m-L)
Ide tu o ekvivalenciu II. Kirchhoffovho zakona v slucke elektrického obvodu
s d’Alambertovym zakonom pre mechanicky obvod.
Medzi pradom a elektrickym nabojom plati vzt'ah:
_ 4
dt

Tabulka uvadza zakladné vztahy pre porovnanie vlastnosti elektrického

i

a mechanického systému.

Mechanicky translacny systém Sériovy elektricky obvod
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Zakladné pravidlo sériovej analégie je vyjadrené v tabul'ke, kde je vyjadrena analogia
energie magnetického pola v indukénosti a pohybova energia pohybujiceho sa telesa
(odtial’ tiez nazov m-L anal6gia).

Tabulka sériovej (m-L) analogie

Sériova analégia (napitie-sila, m-L)
Elektricky obvod Mechanicky obvod
Z napati =0 Z sil =0
slutka teleso
1
=Li? —muv?
2 2

Mechanicky obvod (zavazie na pruzine s tlmicom) je opisany rovnicou, ktord
upravime  tak, aby miesto drahy sa vnej vyskytovala rychlost’
v(t) = dx(t)/dt, t.j. V(s) = sX(s):

(ms? + bs + k)

(ms? + bs + k) X(s) = sX(s) =<ms+b+§)V(s) = F(s)

Pre sluckové napitie v sériovom RLC obvode moézeme podla II. Kirchhoffovho

zakona napisat’ rovnicu, ktord porovname s predchadzajucou:

=" —00 :j - —
m |—e a0 mu\KL Ty + 'LA == -

(ms+b +§)V(s) = F(s) (Ls+ R +%>I(s) =U(s)

9 ) )

Obr. 1 Ekvivalentné schémy mechanického a sériového elektrického obvodu (analégia m-L)

Podobne z rovnice pre elektricky obvod moézeme zostavit’ ekvivalentni schému

(Obr. 1c), ktora plati pre mechanicky obvod. Prehl'ad analogickych mechanickych
a elektrickych veli¢in a vzorcov je uvedeny v nasledujucej tabul’ke.
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Ekvivalentné veliciny mechanickej a sériovej elektrickej analoégie (m-L)

Mechanicka veli¢ina

Elektricka veli¢ina

Hmotnost’ m Indukénost’ L
Viskézne timenie Odpor

Tuhost’ pruziny k Kapacita 1/C
Sila f(t) Zdroj napitia u(t)
Rychlost’ v(t) Slu¢kovy prid i(t)
Dalsie (odvodené) veliiny

Dréha x(t) = [v(r)dr | Niboj qt) = [i(r)dr
Zrychlenie a(t) = dv(t)/dt | Zmena prudu di(t)/dt
Energia 1 1
pohybujiceho sa -mv2(t) Energia magnetického pola =L j?(¢)
telesa 2 2
Potenciflna energia  _ 11 o Energia clektrického pofa = u2(¢)
pruziny 2k 2

Pri aplikacii tejto analdgie elektricky obvod nahradime mechanickym obvodom takto:

e indukcnosti nahradime hmotnost'ami (L ~m)
e odpory nahradime tlmiacimi clenmi
e kondenzatory nahradime pruzinami
e prudové zdroje sa stant vstupnou rychlost’ou

e napit’ové zdroje zodpovedaju generatorom sily

Dalej plati:

(R ~b)

— zdroje kinetickej energie

— stratové prvky

(C #1/k) - potenciilna energia

(i ~v)

u=~f)

e Prvky mechanického systému, ktoré maji rovnaka rychlost’, st zapojené do

série, ¢o je ekvivalentné elektrickému systému, kde cez prvky zapojené do série

tecie rovnaky prud.

e Kazdému uzlu (hmotnosti) v mechanickom systéme zodpoveda v elektrickom

systéme uzavreta sluCka. Pocet sluciek elektrického systému je rovny poctu

uzlov mechanického systému.

e Prvky, ktoré sa v mechanickom systéme nachadzaji medzi dvoma telesami, st

v elektrickom reprezentované spolo¢nym prvkom medzi dvoma susediacimi

slu¢kami elektrického obvodu.

Nedostatkom tejto analégie je, Ze je jednoducha iba v pripade, ak cez

induk¢Enost’ tecie iba jeden prad.
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1.2 Postup pri prevode elektrického obvodu na ekvivalentny
mechanicky obvod pomocou m-L analégie zostavenim rovnic

Postup pri konverzii elektrického systému na ekvivalentny mechanicky je prehl'adne

uvedeny v nasledujucej tabulke.

Krok rieSenia Vysledok

1)V elektrickom iy(7) ()

obvode oznacime
sluckové prudy. i
Zvolime ich tak, aby u(e))
cez indukénost’ tickol v
1 :

iba jeden prad.

2)  Pre kazda slucku
napiseme sluckové 2 u=0=u+(,—i,) R,

rovnice. slutka 1

1
Z u:():(il—iz)R1+Ef(i3—i2)dt+(i3—i2)R2

slucka 2
1 di
= E](iz —iz)dt + (i —i3) R, _Ld_tg
slucka 3
3) Prepiseme rovnice
pomocou analdgie. z f=0=f+w,—v) by
u~f
i~V
R ~b Zf=0=(vl—vz)b1+kf(v3—vz)dt+(v3—v2)b2
L~m X,
C~1/k
dv
Zf_o—kj(vz_vs)dt+(vz_173)b2 dt3

=k (xz — x3) + (v, — v3)b; + mas

4) Nakreslime
mechanicky systém,
ktory zodpoveda

tymto rovniciam.
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1.3 Paralelna analégia (m-C)

Elektricky/mechanicky obvod mozno konvertovat’ tiez na paralelny obvod, co je

druhy pristupom ku elektro-mechanickej analégii. Zakladné pravidlo paralelnej

analogie je vyjadrené v tabulke. Ide tu o ekvivalenciu I. Kirchhoffovho zakona

v uzle elektrického obvodu s d’Alambertovym zikonom pre mechanicky

obvod. Je tu tiez vyjadrena energia elektrostatického pol'a v kondenzatore, ktora je

ekvivalentna pohybovej energii pohybujiceho sa telesa (odtial' tiez nazov m-C

analogia).

Tabulka paralelnej (m-C) analdgie

Paralelna analégia (prud-sila, m-C)

Elektricky obvod Mechanicky obvod
Z prudov = Z sil =0
uzol teleso

1
—Cu? Z 2
u > mv

Mechanicky translacny systém

Paralelny elektricky obvod

—f—— o)
dx? @ _ du
m  —e f1) = mﬁ =m— "(U\LQD T C i = CE
B b j:_ 1) dxz
H w|f=Maz P du 1
i “—E— m = A1 dt dt "('”1/<> =c R i=C—+—u
- = md—v + bv J dt = R
C o dt
; xn dv l
ﬁmp".‘- f=m—+kfvdt
v S { de uft) ; =£ =1 — du 1
1} i l@ = l_CE+qudt
x = fv dt
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Priklad

Zostavme paralelnt analégiu jednoduchého mechanického obvodu:

. - i) uft) v{r)
g I8
m gy i CT R 1S 4] m== 4 1
) k
= %
b
Mechanicky systém Ekvivalentny el. systém  Nahrada el.prvkov mechanickymi

(ms+b +§)X(s) = F(s) (sC+%+L—1$) U(s) =I(s)

Suma admitancii v elektrickom obvode zodpoveda mechanickej impedancii

mechanického obvodu. Ekvivalentné parametre paralelnych obvodov — elektrického

a mechanického su uvedené v tabulke.

Ekvivalentné veliciny mechanickej a paralelnej elektrickej analogie

Mechanicka veli¢ina Elektricka veli¢ina
hmotnost’ m kapacita Cc
viskozne tlmenie b vodivost’ 1/R
pruznost’ k indukénost’ 1/L
Sila f(® zdroj pradu i(t)
rychlost’ v(t) uzlové napitie u(t)

V pripade, ak mechanicky systém ma viac ako jeden stupen volnosti, jednotlivé
mechanické prvky viazané pohybom sa v schéme ekvivalentnej schéme elektrického
obvodu objavia ako paralelné elektrické prvky pripojené k uzlu.

Prvky dvoch susednych pohybov sa kreslia ako paralelné elektrické prvky pripojené
ku dvom odpovedajucim uzlom.

Nevyhodou tejto analdgie je, ze je priamo a jednoducho aplikovatel'na na systémy,

kde kondenzator mozno uzemnit’. Toto vyplyva zanalégie medzi energiou

kondenzatora a energiou pohybujiceho sa telesa, ako analoégie medzi elektrickym
uzemnenim, ktorého napitie je rovné nule a mechanickym ,,uzemnenim® (nemenna

poloha).



V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

1.4 Postup pri konverzii elektrického obvodu na ekvivalentny
mechanicky obvod zostavenim rovnic

Postup? je prehl'adne uvedeny v tabulke. Kondenzator je tu uzemneny (ak by nebol
uzemneny, vysledkom je zlozitejSie rieSenie polohy v mechanickom systéme

a riesenie si vyzaduje vacsiu pozornost’).

Krok rieSenia Vysledok

1) V elektrickom obvode (1) ) (1)

oznacime jednotlivé uzly.

., U — Uy
[+ —-
R4

2) Pre kazdy uzol napiseme i=0
napat’ové rovnice. uzol 1

Uy

. —u; 1
i=0 R, +zf(u3—u2)dt

uzol 2

) 1 0—us d(0—u3)
i 0=zf(u2—u3)dt+ R, +C It

uzol 3

3) Na zaklade tabul'ky analogie Zf —0=f,+ Wy —v) b,
prepiSeme rovnice pomocou | 4= ¢
analogie, kde kazdy elektricky

uzol bude nahradeny Zf =0=W—v) b +k f(v3 —vp)dt
polohou. X2
i~f = (v —v2) by + k (x5 — x3) + (v3 — ;) b,
u=v dvs
R~1/b Zf=0=kf(v2—v3)dt+v3bz+mﬂ
L~1/k 3
C~m zk(xz—x3)+173b2+ma3

4) Nakreslime mechanicky

systém, ktory zodpoveda (1)
tymto rovniciam. —_—

2 Analogous Electrical and Mechanical Systems, Analogous Electrical and Mechanical Systems (swarthmore.edu)



http://lpsa.swarthmore.edu/Analogs/RelElecMech1.html
https://lpsa.swarthmore.edu/Analogs/ElectricalMechanicalAnalogs.html
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1.5 Postup pri konverzii elektrického obvodu na ekvivalentny mechanicky
obvod pomocou m-C analégie priamo zo schémy obvodu

Iny sposobom, ako ziskat’” schému mechanického obvodu priamo zo schémy
elektrického obvodu, spociva v priamom nahradeni (prekresleni) elektrickych prvkov
ich mechanickymi ekvivalentmi. Postup je prehladne vysvetleny v nasledujice;
tabulke. Pri porovnani vysledkov uvedenym v predchadzajucej tabulke zistime, Ze
obe riesenia davaja rovnaké vysledky.

a) Postup pri priamom prepise v pripade uzemneného kondenzatora

Krok rieSenia Vysledok

1) 'V elektrickom obvode oznacime jednotlivé L "I(EJ HZ(I.) vy 6))

uzly.

2) Kazdy prvok elektrického obvodu
obvodom nahradime jeho mechanickym —-g
ekvivalentom: prudové zdroje zdrojmi sil, =
napit’ové zdroje zdrojmi rychlosti, odpory ¥
tlmi¢mi, indukénosti pruzinou —H—4
a kondenzatory (ktoré musia byt’ uzemnené)
hmotnost’ami. Kazdy uzol zodpoveda
urcitej polohe (alebo rychlosti).

3) Oznacime prady, polohy a prvky
mechanického obvodu tak, ako boli

uvedené v povodnom elektrickom obvode.

V uvedenom obvode bol kondenzator uzemneny. V tomto pripade polohu telesa
mozno zvolit’ ako absolitna poloha (v pomere ku zvolenému suradnicovému
systému).

Ak kondenzator nie je uzemneny, potom musime zaviest’ relativhe polohy
arieSenie je zloZitejSie. V nasledujucom priklade riesime obvod s tou istou
struktarou ako v predchadzajucom priklade, ale v elektrickom obvode zamenime dve

vetvy. V podstate je to rovnaky obvod, ale cez indukénost’ tect dva vetvové prudy.


http://lpsa.swarthmore.edu/Analogs/RelElecMech1.html
http://lpsa.swarthmore.edu/Analogs/RelElecMech1.html
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b) Postup pri priamom prepise v pripade neuzemneného kondenzatora

Krok rieSenia Vysledok

1) 'V elektrickom obvode
oznacime jednotlivé uzly.

2) Pre kazdy uzol napiseme

. . U — Uy
napat’ové rovnice. Z i=0=1i,4 +R—
uzol 1 1
U, —u dlus —u U3 — U
zi=0=1 2+C(3 2)+3 2
Ry dt R,
uzol 2
dlu, —uz) u,—u; 1
i=0=C + +— | usdt
Z dt R, Lf 3
uzol 3

3) Na zaklade tabulky anal6gie
prepiSeme rovnice, pricom z f=0=fa+@W,—v) by
kazdy elektricky uzol bude X1
nahradeny polohou.

d(vs —v;)

Zf=0=(v1_vz)b1+m dt
X2

+ (w3 —v,) by =

= (w1 —v2) by + m(az — az) + (x3 — x3) b,
d(v, —
Zf=0=m%+(vz—v3)bz—mfv3dt
X3

=m(a; —az) + (v, —v3) by + k x3

4) Tato sastava rovnic
predstavuje problém, ked’ze
ztychlenie telesa o hmotnostl | z, = x4, 2, = vy, =
m nie je pevné vzhladom ku
suradnicovému systému, ale | z, = x, —x;  Z, = v, — V3, 7, =a, —az
je pomerné.

5) Mozeme to obist’
zadefinovanim novej sustavy

poléh.

Z3 = X3, Z3z = V3, Z3z = dg

10
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6) Pouzijic tieto nové
premenné v d’alSom Zf =0=fo +[(Z +23) — 4] by
Z1

prepiSeme pohybové rovnice

Zf =0=[z; — (2, + Z3)] by — mZ, — b2,
Z2

Zf=0= m22+b22.2_CZ3
Z

3

7) Nakreslime mechanicky
systém, ktory zodpoveda
tymto rovniciam, kde vsak:

b bj ’
Xy = Zyp +Z3, Zy +Z3— ; 1
Zl = x2 - x1 {;(EJ _l k |

Poloha z3 zodpoveda

predizeniu pruziny. Poloha Z3 l M
na l'avej strane pruziny 4

a koeficient tlmenia b, je § § § 7
znamy iba vzhl'adom ku (Z 2 tZ 3] -
polohe z, vo vzdialenosti od

telesa s hmotnost’'ou m.

Vidime, ze struktira vysledného systému je taka ista, ako v predchadzajucom pripade
(v inom suradnicovom systéme, ktory bol zostaveny pre pripad, ze cez indukcnost’
tecie iba jeden prud).

1.6 Postup pri konverzii mechanického obvodu (m-C) na
ekvivalentny elektricky obvod

Tento postup, prehladne uvedeny v nasledujicej tabulke je opaénym ku prave
popisanému rieseniu: bud to rieSime matematicky, alebo graficky, nahradenim
ekvivalentnych prvkov obvodu presne v opa¢nom poradi, ako tou bolo pri prepise
elektrického obvodu na mechanicky:

e zdroje sily nahradime pradovymi zdrojmi, i~ f

e trecie elementy nahradime odpormi b~1/R
e pruziny nahradime cievkami 1/k ~L
e hmotnosti nahradime kondenzatormi C =

ktoré musia byt’ uzemnenél).
y

Kazda poloha sa stava uzlom obvodu.

11
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Postup pri zostaveni schémy elektrického obvodu ekvivalentného ku mechanickému

obvodu.

Krok rieSenia

Vysledok

1) 'V mechanickom systéme vyznacime jednotlivé

polohy.

"1'1
m
k> bl '|’ lax.

' X7
ny
*mZg

takymi indexmi, ako maju odpovedajuce prvky
povodného mechanického systému.

’ E I
A |
G :
| Y
_—-_ L> [J R =
L. -
Q== 14 |=2M

2) Cez mechanicky obvod nakreslime elektricky __ S
tak, ze mechanické prvky nahradime ich l C
elektrickymi ekvivalentmi: A ~
e zdroje sily ¢ zdrojmi prudu, 1
e vstupné rychlosti <> napit’ovymi zdrojmi, 4 !
e trecie prvky <> odpormi, J — ‘ \&\
e pruziny <> indukcnost’ami, o . =S
e telesa © kondenzatormi (.t.j. hmotnosti
kapacitami), ktoré musia byt’ uzemnené).
3) Nakoniec oznaéime uzly a elektrického systému B

11(7)

12
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2. Prenosy ekvivaletnych elektro-mechanickych obvodov

Priklad 1:

Elektricky obvod — RC filter

Mechanicky obvod — tlmi¢ a pruZina

i

‘|

R 0=0 .
C

l_

Js

i

7 ;
A‘g—ﬁ'b T

-~

u; =ugp +uc = Ri+u,

F:Fb+Fk:bU+Fk

1 3 . duo dx Fk
= — = = = — = —
U, ledt i=C I V= S x=o
duo bdFk
u; = RC i + u, :Ed_-l_Fk
U,(s) 1 Fi.(s) 1 b
) =TG5 = T+skC ) =FG) ~Txsb/k k
R~b; C !
’ k
Priklad 2:
Elektricky obvod — RL filter Mechanicky obvod — tlmi¢ a hmota
I F
Y'Y — [4;’ l;;, I‘\‘
/ 1 R u LJh i;
u (4]
! 1 1
—te ~
w; = u; +ug F=FEy+F
= Ldi + Ri F = dv +b
Uu; = dt l =m dt v
1(s) 1 1/R v(s) 1 1/b
F,(s) = = = E (s) = = =
1) U;(s) R+sL 1+s% v(9) F(s) b+sm 1+s%
. ., u F,
Rizu, = i=% Fombv > v=2
_Ldu(,_l_ F_mde+F
W= Rar T “bhdt P
_UO(S)_ 1 _ L _Fb(s)_ 1 . _m
Flo)= Ui(s) 1+sL/R’ R G(s) = F(s) 1+4+sm/b’ b
L~m; R~b;

13
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Priklad 3:
Elektricky obvod — RLC filter Mech. obvod - tlmi¢, pruZina, hmota
L R i =0
e e ey I .
U,l C== 1/“.::
£
ui=u,+up+uc=0 F=F,+F,+F=0
di ) dv
ui:La‘i‘RH'uo; F=mE+bv+Fk;
1  d . Cduo F —kf dt = _1dFk
Up =7 idt = i= 7 w=k|v V=L
—Ld(Cdu°)+RCdu0+ P d(ldFk)+bdFk+F
=t \"ae at “Mac\kar ) kae Uk
—Lcd2u°+Rcdu°+ F—msz"+bdF"+F
W= e at o Tk dez Tkde "k
U,(s 1 Fi. (s 1
F(S)zUO(())=L6‘2+RC 1 G(s)=;((s))=m b =
i\S S S 752+FS+1
=1 . 2d =
— 52+ =5 +1
02" Two® %52+E5+1
W Wy
1 R |C k b |1
N _ k. K=1 I I K=1
N ,/LC' d Z,IL' e "m' d Z‘Ikm'

Niektoré zdroje (vzory pre priklady)

[1] #144 problem to convert electrical system to Mechanical system analogy | | EC
Academy, https://www.voutube.com/watch?v=3a]fw]c.LC]Q

[2] Modeling Engineered Systems - 22 Mechanical and Electrical Analogies,
https://www.youtube.com/watch?v=vql791VCjjA

[3] How to draw equivalent mechanical system in control engineering | (#hindi)
| gtu learning https://www.youtube.com/watch?v=ihf5WbZ17s0

[4] Section 2.2: Electro-mechanical analogies - Introduction (learn-

electroacoustics.fr)
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https://www.youtube.com/hashtag/hindi
https://www.youtube.com/watch?v=ihf5WbZ1Zs0

V. Fedak Modelovanie elektromechanickych systémov KEM FEI TUKE

http:/ /learn-
electroacoustics.fr/cours/Grain2.2en/co/module M2G2 ANGIL.html

Mechanical and circuit analogs,
https://www.youtube.com/watchPv=v3tlz1Kel5¢

Analogous Systems - Force Voltage and Force Current Analogy - Problem 2 -
Mathematical Modelling,
https://www.youtube.com/watch?v=dREQbnaaZpl

Analogous Systems - Force Voltage and Force Current Analogy - Problem 2
https://www.youtube.com/watch?v=jgCfYudsIFY

Example of Force Voltage Analogy in Control Engineering by Engineering
Funda, Control Theory, https://www.youtube.com/watch?v=IDQYcrb0e3s

15


http://learn-electroacoustics.fr/cours/Grain2.2en/co/module_M2G2_ANGL.html
http://learn-electroacoustics.fr/cours/Grain2.2en/co/module_M2G2_ANGL.html
https://www.youtube.com/watch?v=v3rlz1Ke15g
https://www.youtube.com/watch?v=dREQbnaaZpI
https://www.youtube.com/watch?v=jgCfYudsIFY
https://www.youtube.com/watch?v=lDQYcrb0e3s

